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B a n a k h  T.O ., G a v r y l k i v  V.M.

EXTENDING BINARY OPERATIONS TO FUNTOR-SPACES

Banakh T.O., Gavrylkiv V.M. Extending binary operations to funtor-spaces, Carpathian Mathe­
matical Publications, 1, 2 (2009), 114-127.

Given a continuous monadic functor T : Com p —> Com p in the category of compacta and 
a discrete topological semigroup X  we extend the semigroup operation i ^ ^ x l - t l t o a  
right-topological semigroup operation Ф : Τ β Χ  x Τ β Χ  —> Τ βΧ , whose topological center A<j> 
contains the dense subsemigroup T fX  consisting of elements a € Τ β Χ  that have finite support 
in X .

In t r o d u c t i o n

One of powerful tools in the modern Combinatorics of Numbers is the method of ultra­
filters based on the fact that each binary operation φ : X  x X  —> X  defined on a discrete 
topological space X  can be extended to a right-topological operation Φ : β Χ  x β Χ  —> β Χ  on 
the Stone-Cech compactification β Χ  of X , see [13], [16]. The extension of φ is constructed 
in two step. First, for every x Є X  extend the left shift φχ : X  —► X , φχ : у >—> ip(x,y), to a 
continuous map φχ : β Χ  —> βΧ.  Next, for every b Є β Χ  extend the right shift фь \ X  —> β Χ , 
(fft : x i—* <px(b), to a continuous map Φ6 : β Χ  —> β Χ  and put Φ(α, b) =  Фь(а) for every 
а Є βΧ.  The Stone-Cech extension β Χ  is the space of ultrafilters on X.  In [11] it was 
observed that the binary operation φ extends not only to β Χ  but also to the superextension 
AX of X  and to the space GX  of all inclusion hyperspaces on X .  If X  is a semigroup, then 
G X  is a compact Hausdorff right-topological semigroup containing XX and β Χ  as closed 
subsemigroups.

In this note we show that an (associative) binary operation i p : I x X - > I o n a  
discrete topological space X  can be extended to an (associative) right-topological operation 
Φ : Τ β Χ  x Τ β Χ  —* Τ β Χ  for any monadic functor T  in the category Comp of compact 
Hausdorff spaces. So, for the functors β, X or G we get the extensions of the operation φ 
discussed above.

2000 Mathematics Subject Classification: 18B30; 18B40; 20N02; 20M50; 22A22; 54B30; 54H10.
Key words and phrases: functor, monad, algebra, binary operation, semigroup, right-topological semigroup, 
topological center.

© B anakh T.O., Gavrylkiv V.M., 2009

1 M o n a d i c  f u n c t o r s  a n d  t h e i r  a l g e b r a s

Let us recall [14, VI], [17, §1.2] that a functor T : C —* C in a category C is called 
monadic if there are natural transformations η : Id —> T  and μ : T2 —* T  making the 
following diagrams

T
Τη

T2

η T
T 2 μΤ> J>2

4\ ŝ iy^
μ Τμ μ

T2 T

commutative. In this case the triple T =  (T, η, μ) is called a monad, the natural transfor­
mations η : Id —> T and μ : T2 —► T  are called the unit and multiplication of the monad T, 
and the functor T is the functorial part of the monad T.

A pair (X, ξ) consisting of an object X  and a morphism ξ : T X  —> X  of the category C 
is called a T -algebra, if ξ ο ηχ  =  id* and the square

T2X

T X

Τξ
TX

ξ

- X

is commutative. For every object X  of the category C the pair (ΤΧ,μ)  is a T-algebra called 
the free T -algebra over X.

For two T-algebras (Χ ,ξχ)  and (Υ,ξγ) a morphism h : X  —> Y  is called a morphism of 
T -algebras, if the following diagram

τ χ ^ Κ τ γ
ξχ ζγ

X Y

T  of the monad T implies 
-> TY  is a morphism of free

is commutative. The naturality of the multiplication μ : T2 — 
that for any morphism /  : X  —> Y  in C the morphism T f  : T X  
T-algebras.

Each morphism h : T X  —> F  from the free T-algebra into a T-algebra (Υ,ξ) is uniquely 
determined by the composition ho η.

Lemma 1.1. If h : T X  —> Y is a morphism of a free T-algebra T X  into a T -algebra (Υ,ξ), 
then h =  μ o T{h ο η) =  μ o Th ο Τη.

Proof. Consider the commutative diagram



and observe that

h =  h ο μ ο  ητ  =  ξ ο  Th ο ητ  =  ξ ο Th ο Τη ο μ ο ητ =  ξ ο T(h ο η).

By a topological category we shall understand a subcategory of the category Top of 
topological spaces and their continuous maps such that:

• for any objects X , Y  of the category C each constant map f  : X  —> Y  is a morphism 
of C;

• for any objects X , Y  of the category C the product X  x Y  is an object of C, and for any 
object Z  of C and morphisms f x  : Z  —> X , /у  : Z  —■» Y  the map ( fx ,  /у )  : Z —> X  x Y  
is a morphism of the category C.

A discrete topological space X  is called discrete in C, if X  is an object of C and each
function f  : X  —> Y  into an object Y  of the category C is a morphism of C. It is clear that
any bijection /  : X  —> Y  between discrete objects of the category C is an isomorphism in C.

From now on we shall assume that (T, η, μ) is a monad in a topological category C such
that for any discrete objects X, Y  in C the product X  x Y  is discrete in C.

2 B in a r y  o p e r a t i o n s  a n d  t h e i r  T -e x t e n s i o n s

By a binary operation in the category C we understand any function φ : X  x Y  —> Z, 
where X, Y, Z are objects of the category C. For any а Є X  and b Є Y  the functions

ψα 'Y  —* Z, ψα : У 1 * φ{α, у)

ipb : X  —> Z, φι> : χ н-> φ(χ, b),

are called the left and right shifts, respectively.
A binary operation φ : X  x Y —> Z is called right-topological, if for every у Є Y  the 

right shift φν : X  —► Z, φν : x i—► <p(x,y), is continuous. The topological center of a right-
topological binary operation φ : X  x Y  —> Z  is the set Αψ of all elements x Є X  such that
the left shift φχ : Y  —> Z is continuous.

Definition 2.1. Let φ : X  x Y —> Z be a binary operation in the category C. A binary
operation Ф : T X  x TY  —> TZ is defined to be a T-extension of φ if:

1. Φ(ηχ (χ),ηγ (ν)) =  ηζ (φ(χ,ν)) for any x E X  and у Є У;

2. for every b Є TY the right shift Ф6 : T X  —> TZ, Фь : x  t—> Ф(x,b), is a morphism of
the free T-algebras TY, TZ;

3. for every x Є X  the left shift Ф.,,(ж) : TY —> TZ, Φη(χ) '■ У > Φ(ί/(·'£'), y); is a morphism
of the free T -algebras TX, TZ.

This definition implies that for any binary operation φ : X  x Y —► Z its T-extension 
Φ : T X  x TY  —> TZ  is a right-topological binary operation, whose topological center Λφ 
contains the set η(Χ) C TX.

Theorem 1. Let φ : X  x Y —> Z be a binary operation in the category C.

1. The binary operation φ has at most one T-extension Φ : T X  x TY  —> TZ.

2. If X , Y are discrete in C, then φ has a unique T-extension Φ : T X  x TY TZ.

Proof. 1. Let Φ, Φ : T X  x TY  —» TZ  be two T-extensions of the operation φ. By the 
condition (3) of Definition 2.1, for every x Є X  and a =  ηχ(χ) Є T X  the left shifts 
Φα, Φα : TY  —> TZ  are morphisms of the free T-algebras.

By the condition (1) of Definition 2.1,

Φα ° ηγ =  ηζ  ο φχ =  Ψα ο ηγ .

Then Lemma 1.1 implies that

Φα =  μ ο T{Φα ο ηχ ) =  μ ο Τ(ηζ  ο φχ) =  μ ο Τ(Ψα ο ηχ ) =  ψα.

The equality Φ =  Φ will follow as soon as we check that Фь =  Ф6 for every b Є TY.  Since 
Φ6, Ф6 : T X  —> TZ  are morphisms of the free T-algebras T X  and TZ, the equality Φ6 =  Ф6 
follows from the equality

Φ6 ° η{χ) =  Фф)(Ь) =  ФЧ(*)(Ь) =  Φ6 ο η(χ), χ Є X,

according to Lemma 1.1.
2. Now assuming that the spaces X, Y  are discrete in C, we show that the binary operation 

φ : X  x Y —> Z  has a T-extension. For every x Є X  consider the left shift φχ : Y  —> Z . Since 
Y  is discrete in C, the function φχ is a morphism of the category C. Applying the functor T 
to this morphism, we get a morphism Τφχ : TY  —> T Z . Now for every b Є TY  consider the 
function ipb : X  —> TZ, φ}) : x *—> T<px(b). Since the object X  is discrete, the function ipb is a 
morphism of the category C. Applying to this morphism the functor T, we get a morphism 
Tipb : T X  —> T2Z . Composing this morphism with the multiplication μ : T2Z —> TZ  of 
the monad T, we get the function Φ6 =  μ o T(pb : TZ —> TZ. Define a binary operation 
Φ :Τ Χ χ  TY  —> T Z , letting Φ(α, b) =  Φb(a) for a Є Т Х .

Claim 2.1. Φ(η(χ), b) =  Tipx(b) for every x Є X  and b Є TY.

Proof. The commutativity of the diagram
φ**

X —^ T Z

implies the desired equality

Ф(т](x),b) =  μ ο Τ φ {>{η(χ)) =  cpb{x ) =  T(px(b).

□



Now we shall prove that Φ is a T-extension of φ.
i) For every x Є X  and у Є Y  we need to prove the equality

Φ(ηχ{χ),ηY(y)) =  ηζ °φ(χ,ν)·

By Claim 2.1,

®(Vx{x),VY(y)) =  Τφχ οηγ (ν ) =  ηζ о ipx(y) =  ηζ ο φ (χ ,ν ).

The latter equality follows from the naturality of the transformation η : Id —» T.
ii) The definition of Φ implies that for every b Є TY  the right shift Фь =  μζ  °  T(pb is 

a morphism of free T-algebras, being the composition of two morphisms Ttpb : T X  —» T2Z 
and μζ : T2Z —► TZ  of free T-algebras.

iii) Claim 2.1 guarantees that for every x Є X  the left shift Φη(χ) =  Τφχ : TY  —> TZ  is
a morphism of the free T-algebras. □

Proposition 2.1. Let φ : X  χ Y  —* Z, ф : X ' x Y' —> Z' be two binary operations in 
C, Φ : T X  x TY —> TZ, Φ : T X 1 x TY' —> TZ' be their T-extensions, and hx : X  —» 
X ', hy Y  —> Y ', hz : Z —> Z' be morphisms in C. If Ф(ЬХ x hy) =  hz ο φ, then 
T^(Thx  x ThY) =  Thz ο Φ.

Proof. Observe that for any x Є X  and χ' =  hx (x) the commutativity of the diagrams

Thy Thz

Τ Υ 'Ύ ^ Τ Ζ '

implies that Thz o Ttpx(b) =  Тфх/(Ь') for every b Є TY  and b' =  Thy(b) Є TY'.
It follows from Lemma 2.1 that Φ^χ) = Τ φ χ : TY  —► TZ  and Ф̂ (Ж') =  Тфх> : TY' —> TZ'.

Consequently,

Thz ° ФЬ( ^ ) )  =  Thz  о ФФ ) (Ь) =  Thz о Tifx(b) =  Тфх,{Ь') =  =  ^ Ή χ ' ) )

and hence
Thz о ФЬ о V =  ' ° V o h x .

Applying the functor T  to this equality, we get

T2hz о Т(ФЬ ο η) =  T{Φ6' ο η) o Thx .

Since Φ6 . T X  —> TZ  and Φ6' :T X '  —> TZ' are homomorphisms of the free T-algebras, we
can apply Lemma 1.1 and conclude that Φ6 =  μ о Т(ФЬ ο η), and hence

ТЬгоФь =  Thz o μζ οΤ(Φι> οη) =  μζ> oT2hz ο Τ ^ ο η )  =  /χΖ/θΤ(Φ 6 οη)οΤΗχ  =  Φ6 ο Thx.

Then for every а Є T X  we get

Thz о Ф(а,Ь)= Thz оФь(а) =  Φ6' o Thx (a) =  Ф(Thx (a),ThY{b)).

3 B i n a r y  o p e r a t i o n s  a n d  t e n s o r  p r o d u c t s

In this section we shall discuss the relation of T-extensions to tensor products. The tensor 
product is a function ® : T X x  TY —* T (X  χ Y)  defined for any objects X , Y  Є C such that 
X  is discrete in C.

For every χ Є X  consider the embedding ix : Y —> X  x Y , ix : у (x ,y ) . The embedding
ix is a morphism of the category C, because the constant map cx : Y —> {x }  C X  and the 
identity map id : Y —► Y  are morphisms of the category and C contains products of its 
objects. Applying the functor T  to the morphism ix, we get a morphism Tix : TY —> T (X  x 
Y)  of the category C. Next, for every b Є TY  consider the function Tib : X  —» T (X  x Y ) ,  
Tib : x i—> Tix[b). Since X  is discrete in C, the function Tib is a morphism of the category 
C. Applying the functor T  to this morphism, we get a morphism TTib : T X  —> T2(X  χ Y). 
Composing this morphism with the multiplication μ : T2(X  χ Y)  —>· T (X  x Y)  of the monad 
T, we get the morphism ®b =  μ ο TTib : T X  —» T (X  χ Y). Finally, define the tensor product 
<8> : T X  x TY  —» T (X  x Y), letting a ® b  =  ®b(a) for а Є TX.

The following proposition describes some basic properties of the tensor product. For 
monadic functors in the category Comp of compact Hausdorff spaces those properties were 
established in [17, 3.4.2].

Proposition 3.1. 1. The diagram X  χ Y -—-->T X  x TY № *T(X  χ Y) is commutative
for any discrete object X  and any object Y  of C;

2. the tensor product is natural in the sense that for any morphisms hx  : X  —► X' 
hY : Y  —> Y' o f C with discrete X ,Y  the following diagram

T X  x TY  — T (X  χ Y)

Thx  xThy T(hxX hy)

TX' x T Y ' ^ + T { X '  χ Y')

is commutative;

3. the tensor product is associative in the sense that for any discrete objects X , Y ,Z  ofC 
the diagram

T X x T Y  x TZ T (X  x Y ) x T Z

idx® ®

T X  χ T(Y X Z) T (X  x Y x Z )

is commutative, which means that (a 0  b) 0  c =  a & (b (x) c) for any а Є T X , b Є TY, 
c Є TZ.

Proof. 1. Fix any у Є Y  and consider the element b =  rjy(y) Є TY. The definition of the



right shift implies that the following diagram is commutative:

Tib T{X  x Y)

μ

TTib
T2(X  x Y)

Consequently, for every x Є X  we get

η(χ)®η(ν)  =  ®b οη(χ) =  Tib οη(χ)  = Tixfa(y)) =  η{ix{y)) =  η(χ,ν). 

The latter equality follows from the diagram

Y
%X

υ

TY Tix

- + X  x У
η

■T(X x Y)

whose commutativity follows from the naturality of the transformation η : Id —> T.
2. Let hx : X  —> X'  and hy : Y  —* Y' be any functions between discrete objects of the 

category C. Let Z — X  x Y , Z' =  X'  x Y' and hz =  hx x hy : Z  —> Z'. Given any point 
b Є TY,  consider the element b' =  Thy{b) Є TY'. The statement (2) will follow as soon as 
we check that Thz o =  <g>fo/ o Thx.  By Lemma 1.1, this equality will follow as soon as 
we check that Thz ° ®b οηχ  =  <g>b' o Thx ο ηχ  =  ο ηχ , ο hx . The last equality follows 
from the naturality of the transformation η : Id —> T. As we know from the proof of the 
preceding item, (g)6’ ο ηχ >{χ') =  Tix,{b') for any x' Є X '. For every x Є X  and x' =  hx{x)  we 
can apply the functor T to the commutative diagram

and obtain the equality Thz ° T i x =  Тгх> o Thy, which implies the desired equality:

<g)6' ο ηχ , o hx (x) =  ®b' ο ηχ ,(xr) =  Tix,{b') =  Thz oT ix(b) — Thz  o (g)6 ο η(χ).

3. The proof of the associativity of the tensor product can be obtained by literal rewriting 
the proof of Proposition 3.4.2(4) of [17]. □

Theorem 2. Let φ : X x Y  Z be a binary operation in the category C and Φ : T X  x TY  —> 
TZ be its T-extension. I fX  is a discrete object in C, then Φ(a, b) =  T <p(a®bj for any elements 
а Є T X  and b e  TY.

Proof. Our assumptions on the category C guarantee that the product X  x Y  is a discrete 
object of C and hence φ : X  x Y Z is a morphism of the category C. So, it is legal to 
consider the morphism Τφ :T ( X  x Y)  —► T Z . We claim that the binary operation

Ψ : T X  χ Τ Υ  ^ T Z ,  Ψ(α, b) — Τφ(α (g> b),

is a T-extension of φ.
1. The first item of Definition 2.1 follows Proposition 3.1(1) and the naturality of the 

transformation η : Id —> T:

^(ηχ(χ),ηy(y)) =  Τφ{ηχ (χ) ® ηγ^))  =  Τφ ο ηΧχΥ(χ, у) =  ηζ ο φ (χ ,ν ).

2. For every b Є TY  the morphism

Ψ6 = 7V о =  TV о /і о TTib

is a morphism of the free T-algebras T X  and TZ.
3. For every x Є X  we see that

^v(x)(b) =  Tip(®b (η(χ))) =  Τφ ο μ ο  TTib ο η(χ) =  Τφ ο μ ο η ο  Tib{x) = Τ φ  ο Тгь(х)

is a morphism of the free T-algebras TY  and T Z.
Thus Ф is a T-extension of the binary operation φ. By the Uniqueness Theorem 1(1), Φ 

coincides with Φ and hence Φ(α, b) =  Φ(α, b) =  Τφ(α ®b).  □

4 T h e  t o p o l o g i c a l  c e n t e r  o f  T - e x t e n d e d  o p e r a t i o n

Definition 2.1 guarantees that for a binary operation φ : X  x Y —> Z in C any T- 
extension Φ : T X  x TY —» TZ  of φ is a right-topological operation, whose topological center 
Αφ contains the subset ηχ(Χ).  In this section we shall find conditions on the functor T and 
the space X  guaranteeing that the topological center Λφ is dense in TX.

We shall say that the functor T  is continuous, if for each compact Hausdorff space K, that 
belongs to the category C, and any object Z of C the map T : Mor(/i, Z) —► Mor(ΤΚ,ΤΖ),  
T : f  i—► T f ,  is continuous with respect to the compact-open topology on the spaces of 
morphisms (which are continuous maps).

Theorem 3. Let φ : X  x Y  -> 2  bea  binary operation in C and Φ : X  x Y  —» Z be its 
T-extension. If the object X  is finite and discrete in C ,T X  is locally compact and Hausdorff, 
and the functor T is continuous, then the operation Φ is continuous.

Proof Since the space X  is discrete, the condition (2) of Definition 2.1 implies that the map 
Φη : X  x TY —> TZ, Φη : (x,b) i—»· Φ(7](x),b), is continuous. Since X  is finite, the induced

Φ }̂ : TY  M or(X,TZ),  ф£> : Ь ^ Ф ь,

where Ф̂  : i  η  Φ(η(x),b), is continuous. By the continuity of the functor T, the map 
T  : Mor(X ,TZ) —+ Mor(T X ,T 2Z), T : f  i—> T f ,  is continuous and so is the composition 
T ο Φ^ : TY  —> Mot{T X ,T2Z). Since T X  is locally compact and Hausdorff, we can apply 
[9, 3.4.8] and conclude that the map

ΤΦ£> : T X  x TY  —> T2Z, ТфМ : (a, b) ТФь(а),



is continuous and so is the composition Φ =  μ ο ΤΦη* : T X  x TY  —> TZ.  Using the 
Uniqueness Theorem 1(1), we can prove that Φ =  Φ and hence the binary operation Φ is 
continuous. □

Let X  be an object of the category C. We say that an element а Є F X  has discrete
(finite) support, if there is a morphism /  : D —► X  from a discrete (and finite) object D
of the category C such that а Є Ff(F D ) .  By TdX  (resp. T/X) we denote the set of all
elements а Є T X  that have discrete (finite) support. It is clear that TfX  C TdX  C TX.

Theorem 4. Let φ : X  χ Y —=> Z be a binary operation and Ф : T X  x TY  —> TZ be a 
T-extension of φ. If the functor T is continuous, and for every finite discrete object D o f C 
the space T D is locally compact and Hausdorff, then the topological center Λφ of the binary 
operation Ф contains the subspace TfX  o fT X .  If TfX is dense in TX , then the topological 
center Λφ of Φ is dense in TX.

Proof. We need to prove that for every а Є TfX  the left shift Φα : TY  —> TZ,  Φα : b >—* 
Φ(a, 6), is continuous. Since a Є TfX,  there is a finite discrete object D of the category C 
and a morphism f  : D —> X  such that a Є F f (F D ) .  Fix an element d Є FD  such that 
a =  Ff(d).

Consider the binary operations

ф : D χ Y  - »  Z, ф : (x,y) tp{f(x),y),

Ф : TD x TY  —► TZ, Ф : (a, b) ^  Ф(Ff{a),  b).

It can be shown that Ф is a T-extension of ф.
By Theorem 3, the binary operation Ф is continuous. Consequently, the left shift Ф̂  : 

TY  —> TZ, : b і—> Ф(d,b), is continuous. Since Φ<* =  Φα, the left shift Φα is continuous 
too and hence а Є Λφ. □

5 T h e  a s s o c i a t i v i t y  o f  T - e x t e n s i o n s

In this section we investigate the associativity of the T-extensions. We recall that a 
binary operation φ : X  χ X  —> X  is associative, if ip(ip(x,y),z) =  φ(χ,φ{$,ζ))  for any 
x ,y , z  Є X.  In this case we say that X  is a semigroup.

A subset A of a set X  endowed with a binary operation φ : X  χ X  —> X  is called a
subsemigroup of X,  if φ(Α x A) C A and φ(φ(χ, y), z) =  φ(χ, φ(ν, ζ)) for all x ,y ,z  Є А.

Lemma 5.1. Let φ : X  χ X  —* X  be an associative operation in C and Φ : T X  x T X  —> T X  
be its T -extension.

1. for any morphisms f A : A —> X , f B : В —> X  from discrete objects A, В in C, the map 
Ψαβ =  ψ{ίΑ x /в )  : A x В —» X  is a morphism of C such that Ф{Тfa(c>),Tfв{Ь)) = 
ΤψΑΒ{α ® b) for all а Є ТА and b Є TB;

2. Ф(TdX  x TdX )  C TdX  and Ф{Tf X  x Tf X )  C Tf X ;

3. Φ((α, b), c) =  Φ(α, Φ(b, c)) for any a,b,c Є TdX.

Proof. 1. Let fj\ ■. A —> X , f B ·. В —► X  be morphisms from discrete objects A, В of C and 
Ψαβ =  ψ{ίλ x /в) : А х В —> X.  By our assumption on the category C, the product A x  В 
is a discrete object in C and hence ψαβ is a morphism in C. Consider the binary operation 
Φ AB ' . T A x T B - ^ T X  defined by Ф лв(о, 6) =  Ф(Г/д(а), T /g(6)). The following diagram

T X x T X

TfAxTfB

X  x X - ^ X
Iax/b id

A x B ^ ^ X

ΤΑ χ TB Флв

T X

id

T X

implies that Фдв is a T-extension of Ψαβ- By Theorem 2,

Φ (TfA(a),TfB(b)) =  Φ AB(a,b) =  TipAB(a®b)

for all a Є ТА  and b Є TB.

2. Given elements a, b Є TdX ,  we need to show that the element Ф(а, b) Є T X  has discrete 
support. Find discrete objects A, В in C and morphisms f A : A —> X, f B : В —> X  such that 
a Є F f A(FA)  and b Є f B(FB). Fix elements a Є FA, b € FB  such that a =  F f A(a) and 
b =  F f B(b). Our assumption on the category C guarantees that A x В is & discrete object 
in C.

Consider the binary operations ф : A x В —> X  and Ф : FA x FB —> F Z  defined by 
the formulas ф =  φ o ( fA x f B) and Φ =  Φ o (TfA x T f B). Let c =  a<8>b Є T(A x B). By 
the first statement, Ф(а, b) =  Τφ(ά ®b) =  Тф(с) Є Τφ(Α χ В), witnessing that the element 
Ф(a,b) has discrete support and hence belongs to TdX.

By analogy, we can prove that Ф{TfX x Tf X )  C TfX.

3. Given any points a,b,c Є TdX,  we need to check the equality

Ф(Ф {a,b),c) =  Ф(о,Ф(Ь,с)).

Find discrete objects А, В, C in C and morphisms f A : A —» X, f B : В  —» X, f c  : C —* X  
such that a Є Tf A(TA), b Є T f B(TB) and c Є Tfc(TC).  Fix elements a Є ТА, b Є TB, 
and c Є ТС  such that a =  T f A(a), b — T fB(b) and c =  Tfc(c).

Consider the morphisms ψΑΒ =  ψ(ίΑ x їв ) ■ А х В —> X , φΒΟ =  φ($Β x f c )  '■ В x C  —> X



and ψ ABC =  ψ{ψΑΒ x f c ) =  ψ{ΪΑ x <Рвс) '■ A x  В x C  X.  Consider the following diagram:

ФхісіT X  x T X  x TX T X  x T X  .

ίάχφ

x T f B x T f c TlfiABXTfc

T A x T B x  T C ~ T { A  x B) x TC

idx$

ТА x T(B x C ) — — T(A x B x C )

Г/лхГірвс TtpABC

T X  X T X T X

In this diagram the central square is commutative because of the associativity of the tensor 
product By the item (1) all four margin squares also are commutative. Now we see that

Ф(Ф(a,b),c)) =  Ф(Ф(Тf A(a), T fs(b)), T fc (c)) =  
Φ(ΤφΑΒ(ά ® b ) ,T fc (c)) =  ΤφΑΒο((ά ® b) <g> c) =  TipABc{a  ® (6<8>c)) =  
Φ{Τ/Α{α),ΤφΒΟ{α®1)) =  Ф (Г/А(й), Ф (Г /в (Ь),Т/с (с))) =  Ф(а,Ф(Ь,с)).

□
Combining Lemma 5.1 with Theorem 4, we get the main result of this paper:

Theorem  5. Assume that the monadic functor T is continuous and for each finite discrete 
space F  in C the space T F is Hausdorff and locally compact. Let φ : X  x X  —* X  be an 
associative binary operation in C and Φ : X  x X  —> X  be its T -extension. If the set TfX of 
elements with finite support is dense in TX,  then the operation Φ is associative.

Proof. By Theorem 4, the set TfX  lies in the topological center ΑΦ of the operation Ф and 
by Lemma 5.1, TfX  is a subsemigroup of (TX,  Ф). Now the associativity of Ф follows from 
the following general fact. □

Proposition 5.1. A right topological operation ■ : X  x X  —»■ X  on a Hausdorff space X  is 
associative, if its topological center contains a dense subsemigroup S o f X .

Proof. Assume conversely that (xy)z ψ x(yz ) for some points x ,y ,z  Є X.  Since X  is Haus­
dorff, the points (xy)z and x(yz) have disjoint open neighborhoods 0((xy)z)  and 0(x(yz))  
in X.  Since the right shifts in X  are continuous, there are open neighborhoods 0(xy)  and 
0(x )  of the points xy  and x  such that 0(xy)  ■ z C 0((xy)z)  and 0 (x )  ■ (yz) C 0(x(yz)).  
We can assume that O(x) is so small that 0 ( x ) · у C 0(xy).  Take any point а Є 0 ( x ) П S. 
It follows that a(yz) Є 0{x(yz))  and ay Є O(xy). Since the left shift la : β β  —> pS, 
la : у *—>· ay, is continuous, the points yz and у have open neighborhoods 0 (y z ) and 0(y)  
such that a-0 (yz ) C 0(x(yz))  and a -0 (y ) C 0(xy).  We can assume that the neighborhood 
0(y)  is so small that 0(y)  ■ z C 0(yz).  Choose a point b Є 0(y)  П S and observe that 
bz Є 0(y)  ■ z C 0(yz),  ab Є a ■ 0 (y ) C O(xy), and thus (ab)z Є 0(xy) ■ z C 0((xy)z).  The 
continuity of the left shifts Іь and Іаь allows us to find an open neighborhood O(z) C fiS of

z such that b ■ O(z) C 0(yz)  and ab - 0 ( z ) C 0((xy)z).  Finally take any point c Є S Πθ(ζ).  
Then (ab)c Є ab - 0 ( z ) C 0((xy)z)  and a(bc) C a ■ 0(yz)  C 0(x(yz))  belong to disjoint sets, 
which is not possible as (ab)c =  a(bc). □

6 T -e x t e n s i o n  f o r  s o m e  c o n c r e t e  m o n a d ic  f u n c t o r s

In this section we consider some examples of monadic functors in topological categories. 
Let Tych denote the category of Tychonov spaces and their continuous maps and Comp 
be the full subcategory of the category Tych, consisting of compact Hausdorff spaces.

Discrete objects in the category Tych are discrete topological spaces, while discrete 
objects in the category Comp are finite discrete spaces.

Consider the functor β  : Tych —> Comp, assigning to each Tychonov space X  its 
Stone-Cech compactification and to a continuous map /  : X  —> Y  between Tychonov spaces 
its continuous extension /3/ : β Χ  —> βΥ.  The functor β  can be completed to a monad 
Ύβ =  (β,η,μ),  where η : X  —> β Χ  is the canonical embedding and μ : β (βΧ)  —► β Χ  is 
the identity map. A pair (Χ ,ξ )  is a T^-algebra if and only if X  is a compact space and 
ξ : β Χ  —> X  is the identity map.

Combining Theorems 1, 5, we get the following well-known corollary.

Corollary 6.1. Each binary right-topological operation φ : X  x Y  —> Z in Tych with 
discrete X  can be extended to a right-topological operation Φ : β Χ  x βΥ  —> βΖ, containing 
X  in its topological center Λφ. If X  =  Y =  Z and the operation ψ is associative, then so is 
the operation Φ.

Now let T =  (T, η, μ) be a monad in the category Comp. Taking the composition of 
the functors β : Tych —► Comp and T  : Comp —> Comp, we obtain a monadic functor 
Tβ : Tych —> Comp.

Theorem 6. Each binary right-topological operation φ : X  x Y  —> Z in the category Tych 
with discrete X  can be extended to a right-topological operation Φ : Τ βΧ  x ΤβΥ  —> ΤβΖ  
that contain the set η(Χ)  C Τ β Χ  in its topological center Λφ. If the functor T is continuous, 
then the set TfX of elements а Є Τ βΧ  with finite support is dense in Τ βΧ  and lies in the 
topological center ΛΦ of the operation Ф. Moreover, if X  =  Y  =  Z and the operation ψ is 
associative, the so is the operation Φ.

Proof. By Theorem 1, the binary operation φ has a unique T-extension Φ : T X  x TY  —► TZ.  
By Definition 2.1, the set η(Χ)  C Τ β Χ  lies in the topological center Κφ of φ.

Now assume that the functor T is continuous. First we show that the set TfX  is dense 
in ΤβΧ.  Fix any point а Є F 3 X  and an open neighborhood U C Τ β Χ  of a. Then 
[a,U] =  { /  Є Mor(F/3X, Ρβ Χ )  : /(а )  Є U} is an open neighborhood of the identity map 
id : Ρ β Χ  —* F 0 X  in the function space Mot(FβΧ, Ρ β Χ ) endowed with the compact-open 
topology. The continuity of the functor T yields a neighborhood ΙΑ{\άβχ) of the identity 
map id^x Є Μοτ(βΧ, β Χ )  such that T f  Є [a,U] for any /  Є ΙΑ{ιάβχ). It follows from the 
definition of the compact-open topology, that there is an open cover U of β Χ  such that a 
map /  : β Χ  —> β Χ  belongs to ΙΑ(ίάβχ), if /  is W-near to id^x in the sense that for every



x Є β Χ  there is a set U Є U with { x , f ( x ) }  C U. Since β Χ  is compact, we can assume 
that the cover U is finite. Since X  is discrete, the space β Χ  has covering dimension zero [9, 
7.1.17]. So, we can assume that the finite cover U is disjoint. For every U Є U choose an 
element xu Є U Π X.  Those elements compose a finite discrete subspace A = {xu . U ЄІ4} 
of X.  Let і : A —> X  be the identity embedding and /  : X  —> A be the map defined by 
f ~ l {xu) =  U for U Є U. It follows that і о /  є  ^(id^x) and thus T(i о / )  Є [a, U] and 
Ті o Tf(a) Є U. Now we see that b =  Tf(a)  Є ТА  and c =  Ti{b) Є TfX  П U, so TfX  is 
dense in βΧ.

By Theorem 4, the set TfX  lies in the topological center Λφ of Φ.
Now assume that the operation φ is associative. By Lemma 5.1, TfX  is a subsemigroup 

of (X, Φ). Since TfX  is dense and lies in the topological center Λφ, we may derive the 
associativity of Φ from Proposition 5.1. □

Problem  1. Given a discrete semigroup X  investigate the algebraic and topological proper­
ties of the compact right-topological semigroup Τ βΧ  for some concrete continuous monadic 
functors T  : Com p —» Comp.

This problem was addressed in [10], [11] for the monadic functor G of inclusion hyper­
spaces, in [2]-[5] for the functor of superextension λ, in [1], [12], [15] for the functor P  of 
probability measures and in [6}, [7], [8], [18] for the hyperspace functor exp.

In [19] it was shown that for each continuous monadic functor T : Com p —> Com p 
any continuous (associative) operation φ : X  χ Y  —> Z  in C om p extends to a continuous 
(associative) operation Φ \ T X x T X  ^ T X .

Problem  2. For which monads T =  (T, η, μ) in the category Com p each right-topological 
(associative) binary operation φ : X  χ Y  —> Z in C om p extends to a right-topological 
(associative) binary operation Φ : T X  x TY —>TZ? Are all such monads power monads?
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Маючи неперервний монадичний функтор Т : Com p —> Com p в категорії компактів і 
дискретну топологічну напівгрупу X , ми продовжуємо напівгрупову операцію φ : Х х Х  —> 
X  до правотопологічної напівгрупової операції Φ : Τ β Χ  χ Τ β Χ  —> Τ β Χ ,  топологічний 
центр Λφ якої містить всюди щільну піднапівгрупу T fX ,  яка складається з елементів 
а Є Τ β Χ  зі скінченним носієм в X .
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Пусть Т  : Com p —> Com p -  непрерьівньїй монадический функтор в категории компак- 
тов и X  -  дискретная топологическая полугруппа. В работе построено продолжение 
полугрупповой операции φ : Х х Х  —> X  доправотопологической полугрупповой операции 
Φ : Т β Χ  χ Т β Χ  —> Τ β Χ , топологический центр которой содержит всюду плотную подполу- 
группу T fX , содержашую елементи а Є Τ β Χ  с конечним носителем в X .
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В роботі встановлено аналог поляризаційної формули, поляризаційної нерівності та 
формули Мартіна для (р , у)-лінійних відображень на нормованих просторах.

1 В с т у п  т а  о с н о в н і  о з н а ч е н н я

Нехай X  і Y  — комплексні лінійні простори. Позначимо Х п — n-тий декартовий 
степінь простору X. Нехай Ап{х\,. . . ,  хп) буде мультилінійним симетричним відобра­
женням з Х п в Y , тоді Рп(х) =  Ап(х, . . . , х )  називається п-однорідним поліномом на

П

Відомо, що Ап(хі , . . . ,  хп) можна відновити з Рп(х) за допомогою класичної поляри­
заційної формули:

і і
Ап(х і , . . .  , хп) =  — V ]  ( -1 ) ” {ει+'"+εη)Pn(x' +  εχχι +  . . .  +  εηχη), (1)

η\ „
ει , . . . ,εη = 0

де x' — довільний елемент з X.
Поляризаційна формула є фундаментальним результатом в теорії поліноміальних 

відображень, який багато разів перевідкривався і публікувався. Першим її опублікував 
Р. Мартін в [6], проте відомо, що її знав раніше С. Банах. Незалежно від Р. Мартіна 
поляризаційну формулу довели С. Мазур і В. Орліч в [7]. В літературі відомо багато 
різних форм поляризаційної формули. Найбільш загальний підхід до виведення кла­
сичних поляризаційних формул викладено в монографії ПІ. Дініна [5]. У статті І. Са- 
рантопулоса [9] доведено наступний варіант поляризаційної формули:

п\Ап{ х і , . . . , х п) =  /  r1( t ) . . . r n(t)Pn (r1(t)xi + . . .  + rn(t)xn) dt,
Jo
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де гі(і) =  sign sin 2*πί —- відомі функції Радемахера. У статтях [2], [3] автори ввели так 
звані узагальнені функції Радемахера і використали їх для доведення різних варіантів 
поляризаційної формули. В роботі [4] узагальнені функції Радемахера використовують­
ся для виведення аналога поляризаційної формули для неоднорідних поліномів та ана­
літичних відображень банахового простору.

У випадку, коли X, Υ — нормовані простори, поляризаційна формула використову­
ється для доведення так званої поляризаційної нерівності. Так, наприклад, в монографії 
X. Мухіка [8] на основі формули

А п ( х і , . . .  , Х п )  ^ 1 2 «  ^  , ^ 1 ^ 2  · · · Рц( х  Ч" Є іЖ і -|- · . . “І" Є п % п )
Є і,.. . ,£ „= ± 1

доведено класичну поляризаційну нерівність:

ІІАгІІ <  ^ІІРпІІ.П\

Відомо, що для простору 1\ поляризаційну константу пп/п\ неможливо покращити, 
тоді як у випадку £2 її можна замінити на одиницю [5].

Дамо означення об’єктів, вивченню яких присвячена дана робота.

Означення 1 .1 . Відображення Врц(хЛ, ,хр·, хр+], . . . ,  xp+q), Bpq : X p+q —> Y , назвемо 
(р. q)- л і н і й н и м  симетричним відображенням, якщо воно має наступні властивості:
1°. V г Є {1 , . . .  ,р +  <?}, У х Д х / 'є Х

^ p , q  ( Х і ) · · · ) Х г—1 > -1'і  X і  ) Х г + 1 , · · · і Х р + д )  ^ Р , Я  (® 1  > " ' ' > ^ і —1 > і -^г+1 · · · i %p+q)~^~

"Ί~ Врд(х\, ■ ■ ■ , Χχ— 1 , Х{ , Xj-f-1 ■ ■ ■ , Xp+q),

2°. Vг Є {1 ,. . .  ,р}, V A e C

(̂ -T j · · · 7 Ах̂ , . . . , Хр, Хр+\, . . . , Xp+q) ABpq(x\, . . . ,Xj, . . . , Хр, Хр̂ . \, . . . , Хр-|_д),

3°. У і Є {p +  l , . . . , p  +  q}, V A e C

Bp q(x 1 , , Хр, Χ ρ + 1 , . . . , AXj, . . . , Xp+q) \Bp q ( x \ , . . . , Χ ρ , Χρ-|-1, . . . , Xj, . . . , Xp-|_g),

4°. Υσ Є Sp

B p , q { x a (l)i  Χσ(2)ι · · · j χ σ(ρ)ι %ρ+1ι ■ ■ · j x p+q)  =  B p , q ( x  1; -^2j · ■ ■ 1 Xpj Xp+1> ■ · · > 2-p+g)j

5°. V a e 5 g

B p , q ( x  1 , ■ · ■ , Χρ, Χ ρ + σ ( 1); -£ρ+σ(2)) · · · j ·£ρ+σ(</)) -^p,g(xїї · · · 1 -^pi 2-p+lj X p + 2 ) · · · > X p +g ) ·

Означення 1 .2 . Звуження (p,q)-лінійного симетричного відображення на діагональ 
Pjj q(x) =  Bp q(x , . . . , x; x , . . . ,  х) будемо називати (р, q)-πoлiнoмoм. 

р q



З означення 1.2 випливає, що для довільного λ Є С і для довільних х, у  Є X :
1°. Рт { Хх) =  ХрХчРр,д(х);

2° . Pp<q(х +  Ху) =  Σ  Σ  с рС3д x і BP;q(х, . , х , у1_^_1у/; ,у1_^_1у )■
]  P- і  і Q - j  І

Зауваження 1.1. Зауважимо, що формула (1) є правильною також для (0, п)-лінійних 
симетричних відображень.

У розділі 2 даної роботи буде отримано поляризаційну формулу для (р, </)-поліномів. 
У розділі 3 буде розглянуто процес відновлення (р, д)-поліномів із функцій вигляду:

η
Р{х) — ^  *] Ρρ,η—р (д -)  ) 

р= 0

які в [1] називаються η-однорідними ^-поліномами. Отримана формула є аналогом відо­
мої формули Мартіна, вперше доведеної в роботі [6] для поліномів. У розділі 4 доводи­
ться інший варіант поляризаційної формули, у якій використано функції Радемахера і 
узагальнені функції Радемахера. Поляризаційна нерівність для (р, ^-поліномів на нор­
мованих просторах доводиться у розділі 5.

2 П о л я р и з а ц і й н а  ф о р м у л а  д л я  (р , ^ - п о л ін о м ів

Теорема 1. Нехай X  і Υ  — комплексні лінійні простори. Нехай ВРу<1(х і , . . . ,  xp+q) — 
(р, д)-лінійне симетричне відображення з X p+q в Y, Рр/1(х) — відповідний (р, д)-поліном. 
Т о д і  Вр<ч(хі, . . . ,  хр+д) можна відновити з Рр/І(х) за допомогою наступної формули:

B Ptq { x  1, . . · , Х р , Жр+1, . . · , X p+ q )

^ΓΤΊ 53 (-ΐ)ρ+9-(ει+-+ερ+4) X) (rfVf . . . гХ гУ х
^ ει,... ,£p+q=0 Р‘1т--іР'т=0

Pp,q{(x ' +  Є\Х\ + . . .  + ερχρ) +  ( r f v f  . . .  rXr)(x" +  ερ+1χρ+ι +  . . .  +  ep+qxp+q)),

7Г . π
гь — cos —г ~-г +  г sin —г—г, к 2 2

771 =  [log2(p +  <?)] +  1,

х', х" — довільні елементи з X .

Доведення. Ми можемо розглянути Вм (х і , . . .  ,Χ ρ - ,Χ ρ + ι , . . .  ,Χρ+q)  як р-лінійне симет­
ричне відображення з фіксованими параметрами хр+\,. . . ,  xp+q, тобто

Bp,q ( х і  7 ■ ■ ■ 1 Хр] Хр+ ї ї  ■ ■ ■ 1 x p+q) — В *  ’ ’ * + « ( * ! ,  . . · , Х р ).

Скориставшись поляризаційною формулою (1), дістанемо:

1
в * р+1’- ' Хр+Ч( х і , . . .  , х р) =  — 5 3  (ει+'"+ερ) X Р * р+1' - ’хр+ч(х ' +  εχΧι +  . . .  +  єрх р),

ε ι , . . . ,ερ = 0

де Ррр+1' -'Хр+ч(х } — це р-однорідний поліном з фіксованими параметрами хр+і , . . . ,  xp+q, 
тобто

=  =  Bp<q{^ _ ^ x ; ,x p+1, . . . ,xp+q) =  Bxq{xp+l, .. .  ,xp+q).
V Ρ

З іншого боку, В*(хр+1 , . . .  ,xp+q) є симетричним відображенням, антилінійним по кож­
ній змінній ((0, <7)-лінійним симетричним відображенням), яке залежить від фіксованого 
параметра х. З формули (1) і зауваження 1.1 випливає, що

Єр+1 T--i£p-\-q==0

Bq (·£ “Ь £р+іХр+1 Ί” · ■ · p̂+qXp+qi · · · jX Ep+lXp+l ~Ь · · · “Ь Єр+дЖр+д).
 ̂ " ........ V і ^

Я

О т Ж Є , Bp̂q{x\, . . . , Х р, Хр̂ -\, . . . , Xp_j_g)

1 1
-  5 3  ( -1  )p- {£l+ -+£p)P ^ ' - ’x^ { x '  +  εχΧχ +  . . .  +  єрХр) =

ει,...,ερ=0
1

+εΡ)і .  Σ  (_ ι Γ (.1+...η
ει,...,ερ=0

Bp,q{x' +  ει^ι +  · · · +  εΡχΡι ■ ■ ■ , χ' +  ειΧι +  . . .  +  χρ+ ι , . . . , =

ρ
і , i

2_ ^ _ ^ Ρ -(ί ι+ ·· ·+ ε ρ) J_ ^ _ ^ ^ - ( ε ρ+ι+ ...+ερ+9) X
ρ\  ̂ α\

ει,...,ερ=0 ■* ερ+ι,...,ερ+9=0

BPiq(x +  ει^ι +  . . .  +  ερχρ, . . .  , χ +  ειΧι +  . . .  +  ζρχρ\
“*ν*“

Ρ

"Ь ^·ρ+1*^ρ+1 Η-  · · · “b  6^p-j-gXp-}-qr? . . .  , X  “f" “b  . . . “|“  £ρ_|_ςτΧρ-|-ςι) —

Q
1 _ _ _ /'_j'\P+g-(£i + --+̂ p-hg)x

p\q\ ^
εΐ >···>ερ+ς—0

Bp,q(x' +  ειΧι +  . . .  +  ЄрХр, . . .  , x' +  Є\Х\ +  .. . +  єрхр;
4---------------------------------- V------------------------------------

Р

X +  р̂-)-іЖр-|-1 +  . . . +  вр̂ Жр_|_д, . . .  , X +  5p-)-lXp-fl +  . . . +  Єр-\-пХр+о)·
V V і і ✓

Я

Таким чином, ми звели нашу проблему до відновлення Bp q(y , . . . ,  у; z , . . . ,  z) за функ-
р

ЦІЄЮ Pp,q(x).
Введемо деякі технічні функції.



Означення 2.1. Означимо функцію f  з простору матриць розмірності (р +  1) x (q +  1) 
у  простір Y наступним чином:

/

( ЙОО О ю  «2 0  · · · αρθ\

аоі ан θ2ΐ · · · арі

\ClOq CLlq &2q · · · ^PQ /
V Я

Σ Σ  Ср Cg «ij ̂ p,q У, ■ -  , У, '̂ ‘ /V ~ ' '̂ ~ //)'
г~0  J=°  р—г i q - j  j

де х, у — довільні фіксовані елементи з X , a,ij Є С.

З означення випливає, що /  є лінійним відображенням.

Означення 2.2. Покладемо М0(х,у, А) =  -Рр,д(ж +  Ay), Mk(x,y, А) =  \(Мк-і(х ,у ,Х)  + 
r%Mk„ i (x ,y ,rkX)), k >  1, де rfc =  cos 2̂ т +  isin 2̂ · .

Ми знаємо, що
р q

Pp,q(x +  А у )  = Σ  ^ C P C q Дг̂  ^p,g(5 , ■ ■ ■ , Д,у, · · · ,% ?, ■ ■ . , ДС, j/, ···,%),
г=0 j =0 р —г

тому
/1 А A2 . . Ap

Мо(х, у, А) =  Pp}q(x +  А у) =  /
А λλ A2A . . ap;

Ф λλ9 λ2λ9 . . APA

3 означення Мк(х,у, А) і лінійності /  випливає, що

© О О «10 «20 · • · «p0̂

Мк(х, у, А) =  / «01 βχχ «21 · • · «pl

V«0r/ «1 g «2 q - • - apq/

«̂00 «10 «20 ■ · · «ρθ\

тобто Мк(х,у, А) відповідає деякій матриці
«01 «11 021 · · · «pl

\«0g «1<7 «2g apq)

. Назвемо цю мат­

рицю матрицею відображення Мк(х,у, А).

Пронумеруємо діагоналі матриці таким чином:
р +  д 

Р +  9 -  1 

p +  q - 2

Діагональ, всі елементи якої дорівнюють нулю, будемо називати нульовою. 

Зауваження 2.1. У матриці відображення М0(ж,у, А)

\1 A A2
AA A2 A A3 A

A2 A2 A3 A2
A9" 2 A3 A3
A9’ 1 AA9-1
A9 AA9 A2 A 9

на діагоналі з номером d знаходяться елементи Xі XJ, де

і — j  =  const =  d — q, d =  0 , . . . ,  p +  q.

Якщо ми замінимо А на rkА у  М0(х1 у, А), то на діагоналі з номером d одержимо:

М Г  М ?  = Xі V  =  r j - i X  V  =  r ^ X V .

Отже, степінь, в якому входить гк в М0(х, у, гкА), залежить тільки від номера діагоналі 
d і параметра q.

Лема 2.1. Розглянемо матрицю відображення Мк(х, у , А) для довільного натурального 
к. У такій матриці нульовими будуть діагоналі, номери яких не діляться на 2к (тобто 
d mod 2к ф Oj. Елементи на інших діагоналях (d mod 2fc =  0) дорівнюють відповідним 
елементам матриці відображення Mq(х , у, А).

Доведення. Будемо доводити лему за індукцією по к.
Для к =  1 :

M\{x, у, A) =  ±(M0( x ,y ,\ )+ r ? M 0(x ,y ,r1X)).

/ ........... . (Γχλ)Ρ 1 (Γχλ)Ρ \ 
(Γχλ)ΡΓχλ

Vi Mq(x , У, Γχλ) =  r f / —-g -2  Γχλ
^ A 9-1 ΓχλΓχλ9-1 
 ̂ Γχλ9 Γχλ Γχ λ 9 (г χ λ)2 Γχ λ 9 . ................  /



( - 1)
д + р - 1 \р- ( _  1 γ + Ρ χ ρ

(—1)9+ρ_1λρΛ

/ А9-2
- А - 1

V λ
λλ 9-1

- λ Γ λ2Γ

Μι (x, у. λ) Мо{х, у, λ ) +  Г?М0(х, y, Γχλ)

/ . . . . \

λ 9'-3
λ 9- 2 λ λ 9'-2 ’
λ 9- 1 λ λ 9-1 λ2λ 9- 1 . . .  .

V a 9 λ λ 9 λ2 λ 9 λ3 λ 9 . •

+

-J

/ . . . . \

- λ 9- 3
λ 9- 2 - λ λ 9- 2

- λ 9- 1 λ λ 9- 1 - λ 2 λ 9" 1 .. . .
V λ 9 - λ λ 9 λ2λ 9 - λ 3λ 9 . • /

f

ί  ··· .. \

0
λ 9- 2 0

0 λ λ 9- 1 0 . . .  .
Ι λ * 0 λ2λ 9 0 . ·· /

Елементи матриці відображення М\(х,у,Х) на діагоналях з непарними номерами 
(тобто d mod 2 φ  0) дорівнюють нулю. Елементи на парних діагоналях дорівнюють 
відповідним елементам матриці відображення Мо(ж,у, λ). Таким чином, базу індукції 
встановлено.

Нехай для матриці відображення Мк-і(х,  у, λ) елементи на діагоналях d таких, що d 
mod 2к~1 ф 0, дорівнюють 0, а на інших діагоналях елементи дорівнюють відповідним 
елементам матриці відображення М0(х, у, λ). Розглянемо г^Мк-і{х , у, гкХ). Із заува­
ження 2.1 випливає, що на ненульових діагоналях (d mod 2А'~1 =  0) маємо:

гіїпХУ  М ) '  =

Ή
d mod 2fc_1 =  0

2k~1df

~,k- 1 j/d\

π . π
cos ~ι ~ + г sin2fe-i =  (cosTT +  isinTr)^ =  ( - l ) d .

Якщо d' — парне (d7 mod 2 =  0), то г£ =  1 і елементи на діагоналі ті самі, що і в 
матриці відображення М ^-і(ж ,у,λ). Якщо d' — непарне (d' mod 2 φ 0), то r£ =  — 1 і 
знак елементів на діагоналі міняється. Отже, знак міняється, якщо d mod 2к ф 0, і не 
міняється, якщо d mod 2к — 0.

Розглянемо Mk(x,y,\) =  ^(Μ^_ι(χ,у ,λ) + г^Мк- і ( х ,у , гкХ))■ Діагоналі з номерами 
d, d mod 2fc_1 φ 0, матриці відображення Мк(х,у, λ) є нульовими (оскільки нульовими 
є відповідні діагоналі матриць відображень Мк-і(х ,у ,  λ) і г^Мк-і (х ,у , гкХ)). На діаго­
налях d, d mod 2к~1 =  0 і d mod 2к φ  0, будуть нулі, оскільки ми додаємо протилежні 
числа Хг X3 і — Х% X3, і — j  =  d. На діагоналях d, d mod 2к =  0, елементи дорівнюють 
відповідним елементам матриці відображення Мк-і(х,  у, λ), тобто дорівнюють відпо­
відним елементам матриці відображення Мо(х,у,Х). Отже, матриця відображення 
Мк(х , у, λ) має нульові діагоналі з номерами d, d mod 2к φ 0. Діагоналі d, d mod 2к =  
0, такі самі, як і відповідні діагоналі матриці відображення Мо(х,у,Х). Лему доведено.

□
Продовження доведення теореми. Матриці відображень Мк(х,у,Х)  мають р + 

<7+1 діагоналей. Ненульовими є діагоналі з номерами d, d mod 2к =  0. Всі інші діагоналі 
є нульовими. Оскільки 0 mod 2к =  0, то діагональ d =  0 (лівий нижній елемент) є 
ненульовою.

Нехай m =  [log2(p +  д)] +  1. Тоді для кожного d Є {1, 2 ,.. . ,р 4- q}, d mod 2m φ 0, 
оскільки 2Ш =  2fIog2̂ +<?̂ +1 > 2log2<p+9) =  р +  q .  Отже, матриця відображення Мт(х, у, λ) 
має лише одну ненульову діагональ з номером d =  0.

Із означення 2.1 маємо:

Мт(х, у, λ ) =  /

/ 0 0
о

\

о
о

λ 9

о
о

С ° С ° Х  Вр,д(х , . „  , х ; у , . , у) =  X9Bp,q(x , . , ж; у , . , у).
р д р я

Покладемо λ =  1, тоді Мт(х, у, 1) =  Bp q( x , . . . ,  х; у , . . . ,  у). Отже, ми визначили, що

Вр,ч(х , . . .  ,х-,у, . .. ,у) =  Мт(х,у, 1), де

™ =  pog2(p +  g)] +  1,

М0(х, у , X) =  РР:д(х +  λy),

Мк(х,у,Х) =  ^(Мк-і(х ,у ,\ )  + г£ М к- 1(х ,у ,гкХ)).

Із останньої рекурентної формули знайдемо вираз для Мк(х,у,Х) через (р, д)-полі- 
ном.



Лема 2.2. Для довільного натурального к виконується тотожність

1 1
м к( х , у ,  Λ )=  Σ  <Γί " Γ=“ ■■•'·Γ), 5)ΕρΜ (^ +  (’ ·Γ '·Γ ···> ·Γ )λ » ) .2к

μι.···>μ*=ο

Доведення. Будемо доводити лему за індукцією. Для Аг =  1:

5 іМ\{х,у,\) =  ~(М0(х,у, А) + г?М0(х ,у ,г1\)) =

^ ( ( ( ri ) Q)PpAx  +  Ay) +  гі РР,ч(х +  гіАу)) =

5Z  ^  +  (ГГ  )ау) ·
(*і—0

Припустимо, що

1 1
М „ (х ,у ,\ )=  Σ  (’· № -■■rr)"¥ Pr,,(z +  W ‘ r ?  . . . r t ^ y ) ·

(Ч >- ■ · =0

Тоді Mk+i(x, у, А) =  ±(М*(х,у,А) +г%+1Мк(х,у ,гк+іХ)) =

j (  Σ  (’•гг2и . . . г Г ) , ^ р м ( і + ( г Г г 2"---> -г ')А » )+  
р-і,-,(*к=0

■’  Σ  « V  · · ■ f , „ ( *  +  (r,wr «  . . . г Я г И1Л ,)) =
,...^к= о

е т (  Σ  ( ΐ ΐ . . . Γ Γ 4 , ) · ρ „ ( Η ( Γ ' ν » . . τ Μ 1μ » ) +
Мі>—>μ*=0 
1

Σ  (’■ Г ^ 2 ■ < ‘ --і+і), ^ , ( х  + (-'1' " 'Т . . . г Г К 1+1А!/)) =

Г*+1
μΐ,...,μΛ = 0

a s / Mb-,Mfc=0 
1

μι,···,μ*=ο

Σ  ( < ,^ - - - гГ '-Й Г, ), рм (ї  +  (>-Гг2« . . . гГ г й г )Аї ).
μι,...,μ*+ι=0

Лему доведено. □

Отже, поляризаційна формула матиме такий остаточний вигляд:

і
Рр>9(хі,...,Х р;Х р+і,...,Х р+ ) =  V  ( -1 )р+<? (еі+-+єр+*)х

р!о! '
ει,...,ερ+(,=0

1 .

5 3  (гі 1 г2 2 ■ ■ ■ rmm)4^ P p ,q(x' +  £\Х\ +  · · · +  Єрхр +  « ‘ r f  . . . r£m)(x"+
μι,

£p+lXp+l +  -..■+■ ffp-j-gXp-fg)̂  ,

де m =  [log2(p +  g)] +  1. Доведення теореми завершено. □

З А н а л о г  ф о р м у л и  М а р т і н а

п
Нехай Р(х) — Σ  Рр,д{х), Де q =  п — р, Рр,д(х) — довільні (р, «^-поліноми. Якщо 

р=0
|А| =  1, то

71 71

Р (А х ) =  5 3 Р р,п_ р( Ах) =  5 3  АрА " _РР р „_р (х) =  
р=0 р=0

п п

5 3  АрАр-"Рр,„_р(х) =  А— 5 3  λ2ρΡρ,η_ρ(χ). 
р=0 р=0

Візьмемо попарно різні числа Aj, j  =  1 , . . . ,η +  1, такі, що |Aj| =  1 і λ| φ  при 
j  ф к. Отримаємо систему з п +  1 рівняння:

71

5 3  A f  Рр,„-р(х) =  X]P(Xjx), j  =  1, · - -, П +  1.
ρ=0

Визначник цієї системи є визначником Вандермонда:

1 1 1 1 1

А ? А І - ■ А 2 A n + i

λ ί A^ · • A f( A « + i

A f* А Г А Г  - • А 2"
\ 271

n~\~ 1

Δ  — А̂  Аз Аз .. .  A* А*+1 — (λ2 А1)(А3 A J ...  (Ап+1 А: )х

(AS -  λ^)(λ2 -  А2) .. .  (А„+1 -  А2) .. .  (А„+1 -  λ£) ф 0.

З цієї системи рівнянь можемо визначити Ррд(х).
Таким чином, ми довели наступну теорему.

Теорема 2. Для довільного натурального п та набору комплексних чисел Xj, j  — 
1 , . . . , η, таких, що |Aj| =  1, Xf Φ Xj при і φ j, існують числа a*j’n~p, j  — 1 , . . . , η +  1,

Ті
ρ — 0 , . . . , η такі, що для довільного Р(х) =  Σ  Ррі„_р(х) виконуються тотожності:

р=0

71+1
Ρρ,η-ρ(χ) =  53 αΤ Ρρ(λίχ) ’ p =  0 , . . . ,n .  

j = 1

4 В и в е д е н н я  п о л я р и з а ц ій н о ї  ф о р м у л и  з  в и к о р и с т а н н я м  ф у н к ц ій  

Р а д е м а х е р а

Означення 4.1. Функціями Радемахера називають функції гДі), задані на [0,1] 
формулою: гг(і) =  sign sin 2%πί, і Є N.



Функції Радемахера мають такі властивості:
1°. (г і (< ) )2"  =  1;

2 ” . (r ,( f ) )2" +1 = . · , ( ( ) ;

3°. Нехай т і , , т п Є Z.

j f  М О Г К С - . . ( г , ( і Г л =  {  д
якщо всі т і , .. . ,тп парні, 
в іншому випадку

Означення 4.2. Для кожного натурального п >  2 узагальнені функції Радемахера
визначаються наступним чином. Нехай а 1; а2, ■ ■ ■, ап комплексні корені степеня 

η з одиниці. Позначимо =  ( ^ ,  £) і Ijl]2 — відкритий ^-підінтервал довжиною ^  
інтервалу In ( ji ,j 2 =  -1, . . .  ,п). Продовжуючи таким чином, ми можемо визначити 
інтервал I j1j2...jk для довільного к. Функцію S[n'(i) : [0,1] —> С означуємо, поклавши 
.S|n|(t) =  aj для t Є Ij, 1 < j  < η. В загальному (t) =  aj, якщо t належить 
підінтервалу де j  =  j k. В точках меж інтервалів ми довизначимо Sj.n̂ (i) нулем.

Узагальнені функції Радемахера були введені в роботах [2], [3}. Ми будемо викорис­
товувати тільки першу узагальнену функцію Радемахера 5’|” (t). Ця функція має такі 
властивості:
1°. Оскільки приймає значення на одиничному колі, то

2° Г1 dt =  i  lj якщо 171 Ділиться на п>
0 V 1 /  \ 0 в іншому випадку.

Зауваження 4.1. Ми позначаємо

B p , q ( { x і ) 711, . . . ,  ( x s ) n s ; ( : r s+ i ) n s+1 , . . . , ( x k ) n k )  =

B p  q ( . χ , ♦ , X\j . . . , X s , . j X Sj  Xg-|-1? - · · i Xs-\-\ i · · · i X ki · · · ? ·

n i ns ns+ l nk

Якщо деяке rij =  0, то це означає, що х3 не входить до списку аргументів у  даній 
позиції.

Зауваження 4.2. Нехай сь  . . . ,  Ср+Я Є С. Тоді

Tp̂ q{C\X\ Ч- . . . ~Ь Cp̂ .qXp+q) Bp̂ q ((сіХі “Ь . . . -f* Cp-\-qXp+q)P ^  —

у -  p'· у  g! w
k i> 0 ,...,kp+ q>0  k l · · · ·  h > 0 ,...,lp+q> 0  l l ]  ■ ■ ■ W
k\ -\-...-\-kp+q=p / l+ - .  + /p+ g= 9

Bp,g  ( ( Cl ^ l )  1 , . . . , (Cp+qXp+q) p+q; ( Ci Xi )  1 , - - . , ( cp+qXp+q)  p+9) =

\  J''i kp+я P ·______  \  J 1 J 2  J p +Я
2_ 1 2  cp+g . , . , 2 ^  C1 C2 . . .  Cp + q —  - X

fc1>0,...,fcp+4>0 1" '  Р+<г'/і>0,...,/р+д>0 11. . . . Ip+q
k i+ ...+ kp+ q= p  ll~\----+lp+q=q

Bp,q {(xi)k\ .  · · ,  (xP+q)kp+q; (x i)\  · · · ,  (xP+g)w ?)

Доведення цієї формули аналогічне до доведення поліноміальної теореми з комбінато­
рики.

Теорема 3. Нехай Врл(х\,. . . ,  xp+q) — (p, q)-лінійне симетричне відображення, Рр,ч(х)
— відповідний (p,q)- поліном. Тоді

Bptq{xi,...,xp+q) =  - ^ j  J  (s j2<7+1|(i)) Г\(θ)τ2(θ ) . .. rp+q(9) X

pp,q{s129+1,(0 (τι(θ)χι +  . . .  +  Гр(6)хр) +  (τρ+ι(θ)χρ+ι +  . . .  +  rp+g(6>)xp+9)j dtdff. (2)

Доведення. Позначимо праву частину формули (2) через А.
Із зауваження 4.2 випливає, що

А  =  ш [  i !  (s!2,+1|(i)r +I" ' ’•■(‘'ьо т  ■ ■ ■

Pp,q( s ? q+1](t) {гі(9)х 1 +  . . .  +  Гр(9)хр) +  (rp+1(6>)xp+i +  .. . +  rp+q(6>)xp+q)j dtάθ =

у  ____ I____ x _____ I____ χ
fcl>0,...,fcp+9>0 ^ 1 · ■ · ■ K W  ll>0,...,lp+q>0 ' ' ' p̂+<7'
k\+...+kp+q=p  /l+.---Hp+<j=<7

s : s :  (s p s+i|( i ) ) i ,+ ' +‘ ’ ( s p Ti ( i j ) ' ‘+ ' +' 'x

( r i ( 9 ) ) t ' + ‘ 1 ( r 2 ( e ) ) t >+ l= . . . ( » „ , , ( » ) ) * > * . + ' . . .  X

Bp,q {(xi)h\.  · ·, (xp+g)fcp+4; (x i)'1, . . . ,  {xP+q)lp+q) dt άθ =

Σ  frT V i x Σ  j,,
k\>0 ,...,kp+ q>0  K l · · · ·  KP +4 - h > 0 ,...,ip+q> 0  ■ ■ · {Ρ+<?·
kl -\-...-\-kp+q=p l\-\-.---\-lp+q—q

Bp,q {{xi)k\. ■ ·, (xP+q)kp+q; (xi)'1, · · ·, X

2q + l —p + k i+ ...+ k p —h  — . . . - l p
dtxf a (s i2,+1|(*)):

/  {ri(e))1+kl+h(r2{9))1+k2+h . . .  (rp+9(60)1+VbI-Hl’+'’ άθ.
Jo

Розглянемо другий інтеграл

I  (ri(0))1+fcl+,1(r2(0))1+*2+i2.. . (гр+9(0))1+̂ +г»+’
Jo

Якщо для деякого і кі +  іі =  0, то в підінтегральному виразі буде множник (г^#))1, 
тому за властивістю 3° функцій Радемахера інтеграл дорівнює 0. Тому для ненульових



P+Q
доданків кі +  1г > 1, і =  1 ,... ,р + q. Звідси ^  (кг + h) > р + q, і рівність дося-

і=1
гається лише, коли кі + 1{ =  1, і =  1 , . . . ,  р +  q. Але ми знаємо, що к\ + . . . +  kp+q =  р і

р+ч
1\ +  . . .  + Ір+д =  q, тому Σ  (кі +  іі) =  р + q. Отже, для ненульових доданків кі +  U =

г=1
1, ί =  1 , . . . ,ρ  + ςτ і

[  (п(в))1+кі+І1 (г2(в))1+к2+І2 . . .  (rp+9(0))1+fcp+g+ip+4 άθ =
Jo

[ \ η ( θ ) ΐ ( τ 2(θ ) ΐ · · · ( ν Ρ+4(θ))2άθ =
Jo

1.

Запишемо суму, відкинувши нульові доданки, і врахуємо, що =  1 — кі, і =  1 ,... ,p+q.

fci! . . .  kp+q\ (1 -  ki)\.. .  (1 -  kp+q)\
ki +  ...+kp+q=p

Bp,q {(xi)k\·  · - , (xP+4)kp+q\(Xlf -k\.  - · , (:xP+q) ^ kp+ч) X

y 1 ^ [ 2g+1]^ ^ 2 g + l - p + f c 1+...+fcp- ( l - f c 1) - . . . - ( l - f c J,) ^

Знайдемо значення кі, при яких інтеграл не дорівнює нулю.

2q+ І — р -\- к\ к р  — (1 — к х )  — . . .  — (1 — к р )  =
2q \ — р к\ +  ...-)- кр — р -\- к\ +  . . .  +  кр =

2q +  1 — 2(р — кі — .. .  — кр) =  2q +  1 — 2(кр+і +  . . .  +  кр+д).

0 < кі < 1, тому

1 =  2q +  1 — 2q <  2q 1 — 2(кр+\ +  . . .  -f- kp+q) <  2q +  1. (3)

За властивістю 3° узагальнених функцій Радемахера інтеграл не дорівнює нулю тільки
тоді, коли 2q + 1 — 2(кр+1 +  . . .  +  kp+q) ділиться на 2q -f 1. Із нерівностей (3) випливає, 
що це буде тоді, коли 2q +  1 — 2(кр+1 -І- . . .  +  kp+q) =  2г/ +  1, тобто кр+1 =  . . .  =  кр+д =  0.
Звідси р =  к\ +  .. . + кр +  кр+ 1  +  . . .  + kp+q =  к\ +  . . .  +  кр, отже, к\ =  . . .  — кр =  1.

Тому остаточно сума запишеться у вигляді:

А =  Вр, q^ (x \)  1 · · · · ,  (Хр)  ) (я -р+і) !■■■■> (Xp+q) ) ( * і )  , · ■ · , (з?р) , ( Χ ρ + 1 ) 1 ■ ■ ■ 1 (Xp+q)  ^  ^

jT’ (s!2,+1](<))
2.J+1

(it Βρ q(x\, . . . , Жр, Жр+1 , - . - , Жр̂ -g).

□

5 П о л я р и з а ц і й н а  н е р ів н іс т ь

Повернемося до Теореми 1. Якщо ми використаємо у доведенні теореми замість 
формули (1) поляризаційну формулу

Ап(х і , . . .  , хп) =  5 3  ειε2 · · ·enPn(x' + £\Х\ +  ■ · · +  εηΧη)ι
ει,...,εη=±1

то, проводячи аналогічні міркування, знайдемо наступну формулу:

Bp,q(x  1 > · - · > Хрі Хр+ 1 1 ■ ■ ■ і Xp+q)  —

ρ!ςτ!2ρ+<?
ει ι···>£ρ+ς—ϋ μι,.··,μτη=ο

r βι r № r μτη I I 12 · · · ' ™ )(x +  iSp-)-1 Xp-(-1 +  . . . +  £p+g£p-|-g)) . (4)

Нехай X  i Y  є нормованими просторами. Визначимо норми (р , д)-поліномів і (ρ, ς)- 
лінійних симетричних відображень:

||PpJ =  sup{||PPi9(a:)|| : х  Є В }

11 Bp,q 11 =sup{||Pp,g(a:1,. . . ,X p +9)|| : жь . . . ,  Хр+д Є В } ,  

де В — замкнута одинична куля в X .
Наступний наслідок узагальнює відому поляризаційну нерівність (див., напр. [8]) 

для (р, д)-поліномів.

Наслідок 5.1. Має місце наступна нерівність для норми (р^)-лінійної симетричної 
форми і відповідного їй (р, q)-πoлiнoмa:

\BPJ  < (р +  я)
p\q\

P+Q
IPр,ч і

Доведення. Нехай χ χ , . . . ,  xp+q Є  Р. Використаємо формулу (4) і підставимо х' =  х" =  0: 

\\Bp,q(Xx, ■ ■ · j ^p+g)|| =
1

ρ!ς?!2ρ+9 χ
£ 1  , . . . , Є р  +  д  —  І 1 ρι,···.μτη=0

Ρρ,9( ( ε ι ^ ι  +  . . .  +  ерЖр) +  ( r?1 . . .  г £ т )(єр+ іЖр+1 +  . . .  +  ερ+9Χρ+9)^ <
2?+9 2m

x — xр!9!2Р+9 2’

Ρ ρ,9 ( ( ε ι χ ι  +  . . .  +  ε ρχ ρ ) +  ( r f 1 . . .  r £ m)(sp+ iZp+1 +  . . .  +  ερ+9α:ρ+9) )

x
p\q\ P,Q ((p  +  ?) x (gjXi +  ■ ■ ■ +  ερΧρ) +  (r f1 . . .  r £ n){ep+ixp+χ +  . . .  +  ερ+93;ρ+9) \ і

p +  q /І
<



Наступний приклад показує, що у загальному випадку цю оцінку не можна покра­
щити.

Приклад 5.1. Нехай X  =  £\ - простір всіх послідовностей комплексних чисел х =  (хп) 
таких, що 11 аг j І =  |х„| < оо. Для р > 0, q > 0 візьмемо відображення В : Х р+<] —> С,

г> (т1 р . р+1 Tp-\-q\ — 1 2  „ Р  Л >+1 „Р+Я
Vа" > * · · ? х  г · · ) · * '  ) x  j ̂ 2  · · · х р р+1 * ’ * p+q'

Проведемо симетризацію В (х1, . . . ,  хр+9) спочатку по першихр, а потім по наступних 
q змінних:

В , ( х \ ^ . , х г;хг+1, . . . , х г+') =  ~  Σ  Σ ^ « 1(1)·· ■аЇЇГ(,).

Очевидно, що Bs(x1, . . . ,  хр; а:р+1, . . . ,  хр+9) є (p, q)-лінійним симетричним відображен­
ням. Бачимо, що

\\Bs( x \ . . . , x p-xp+\ . . . , x p+q)\\ <

і  Σ к,0,і · · ■ ι<·ωι Е Κ«,1,ι·.·ι<:γ<'')ι<^ ιν,ιι···ικ+ίι.
tflSSp a2^Sq

Отже, 11 Z?.s 11 < ^ . З іншого боку,

pig!

^ =  ( 0 ^ 0 , 1 , 0 , . . . ) .  
г -1

Звідси робимо висновок, що ||Д,|| =  1 /p\q\.
Позначимо Bs(x) =  Bs(x , . . .  ,х). Bs — це (р, q)-πoлϊнoм, що відповідає Bs.

В$(х) Х\ . . . ХрХ р+1 . . · Xp-\-qi

де х =  (х і , . . . ,  Xp+q, ...) . Оскільки середнє геометричне невід’ємних чисел завжди мен­
ше або дорівнює їх середньому арифметичному, то

||£,(х)|| =  м  . . .  | х ^ |  <  — -  :1 p + q {\xi\  +  . . .  +  \xp + q\)p + g .
(p +  q)

Отже, ||ββ|| < , 1 +q. Візьмемо x =  (  — j— , . . . , —j— ,0 ,. . .  ) .  Тоді
{p+q> \ ρ +  q P + q '

р+я
1

(p +  q)p+q'

Звідси маємо, що ||Д,|| =  ^ · )Ρ+„ , і, отже,

Наведемо приклад (р, д)-лінійного симетричного відображення з простору £2 , який 
показує, що в цьому випадку, на відміну від класичної поляризаційної нерівності у 
гільбертовому просторі, ||βρ,,|| ф  (ІТ р ,я і

Приклад 5.2. Нехай X  =  £2 , Р > 1, q > 1, Bpq : X p+q —> С,

R  (т 1 тр - гР+1 — Ή χ 2 ^РгГР + 1 ~Р+Яq  у  j y   ̂ . . .   ̂ x   ̂ . і '  у . . .  у JU j  j u  j  j u  j  .  .  .  j u  j  j u  2  . . .  х  2  ·

Bp q є (p,q)-лінійним симетричним відображенням.

\Bp,q( x \ . . . , x p+q)\\ =  |а:}||а̂ |...|а̂ ||а̂ +1|...|а^+9| =

\/Н Р\/Й Р · · · V\A\2\/\A+l\2 ■ ■ ■ y/\4+g\2 < Ιχ1 IIlla:2||... ||χρ+9|

11-Sp.gll < 1 , Врдіе1, . . .  , e l -,e2, . . .  ,e2) =  1. Отже, ||Sp,9|| =  1. З іншого боку Bpq(x) =  
(xi)p(x^)q є (p,q)-поліномом і

I I ^ W z ) ! !  =  |*і r w  =  W PN 9·

Тому
іі#рліі =  sup ||Вр,,(х)|| =  sup ІХ1 ГІХ2Г =  m a x  tp ( y / l  -  i 2V  .

||х||<1 |*ι|2+ Μ 2<1 ° - t- 1 4 7

Легко перевірити, що максимум функції

досягається при

f р \ ( Р \ ( -і Р \ І Р \ f q

f ( t )  =  tp ( V T ^ y

t -  J  - J -  e [0, 1],
V p +  q

H i

£ /  1----------------- \ a /  \ E /  \ 22 f  / r\ \ 4 f  n \ 2 /  n \ 2

Отже,
p +  q j  \p +  q j  VV p +  q )  \p +  q )  \p +  q

I & J =  ^р,Я\\ . .£±2
(p +  q) 2

(p +  o) 2^2 ^
II-B P *  II =  p p / 2д я/2 WB P,q\\·
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D m y t r y s h y n  R.I.

THE MULTIDIMENSIONAL y-FRACTION WITH  
NONEQUIVALENT VARIABLES CORRESPONDING TO 

THE FORMAL MULTIPLE POWER SERIES

Dmytryshyn R.I. The multidimensional g-fraction with nonequivalent variables corresponding 
to the formal multiple power series, Carpathian Mathematical Publications, 1, 2 (2009), 145- 
151.

In this paper we consider the multidimensional g-fraction with nonequivalent variables 
which is the generalization of the continued g-fraction. The correspondence between the formal 
multiple power series and the above mentioned fraction is studied.

I n t r o d u c t i o n

One of the methods of expanding the functions of multiple variables, given by the formal 
multiple power series (FMPS), into the branched continued fractions (BCF) is the construc­
tion of corresponding BCF [1,3,6,9-12,14].

Let ш=Ш n > - h

where z  = (z1 :z2, ■ ■ ■, zjv) Є CN, N  Є N, Pmn(z ), Qin{z) are polynomials of degrees mn and 
ln respectively, be a sequence of the rational functions of multiple variables. The function 
/ „ ( z) expands into FMPS in neighborhood of zero, if the denominator Qin(z) is not equal 
to zero in the point z  = (0 ,0 ,. .., 0).

The rational function / „ ( z) is called corresponding to FMPS

/ ( z )  =  Σ  am(N) z m<N\

|m(JV)|>0

where m(N) -- m i,m 2, .. .  , тгсдг is multiindex, ra* € Z+, 1 < i < N, |m(iV)| =  mi +  m2 +
■ · · +  п ік , z m{N) =  z™ 'z™ 2 ■ . . .  ■ z^ N, z  Є C ^ , aTO(iv) Є C, with order of correspondence un, if
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the expansion / „ ( z) into FMPS coincides with / ( z) for all homogeneous polynomials to the 
degree isn -  1 inclusively. The sequence { / „ ( z)} corresponds to FMPS, if

lim un =  + 00.71—>+00

The correspondence BCF to FMPS / ( z) means that the sequence of approximants of 
BCF corresponds to / ( z).

We consider the multidimensional (/-fraction with nonequivalent variables 
so So

OO Ік — 1 / ■* \ N
1  +  ~P) У " ]  9i(k)\L ~  9 i { k - \ ) ) z ik 1 +  __________9i (i )ZZl

fc=1 »fc=l 1 »1=1 1 +  ^  g»(2)(l -  &(!))

( i )

г 2
»2=1 2 ^ 2  5 » (3 ) (1  -  9i (2) ) z i3

*3=1
1 +

where s0 > 0, i(fc) =  іі,г2, ■ - ■ ,ifc is multiindex, 0 < g^k) < 1, к >  1, 1 < г„ < гп_і, 1 < η < 
А:, «ο =  Ν, дцо) = 0, z  Є CN, which is generalization of the continued g-fraction

00 (л \ Q iz ’
1  , Γ Λ  9n\X 9 n - i ) z  1 Η--------------------- —л----------- -------
1 +  J J ----------1---------- i 92(1- 9 i ) z

n=1 ,  9 з { 1  -  9 2 ) z

1 +

where so > 0, 0 < gn < 1, n >  1, g0 =  0, z Є C.
Continued g-fractions are used, in particular, for analytic extension of functions, for the 

finding of zeros, poles and domains of univalent for some analytic and meromorphic functions, 
for the solution of the power moment problem [13,16,17].

The first multidimensional generalization of continued g-fraction was considered in [2,7], 
where the circular domain of convergence for suggested generalization was investigated. The 
convergence of multidimensional (/-fractions is investigated in [4,8,9]. The algorithm for the 
expansion of the formal multiple power series into corresponding multidimensional (/-fraction 
is constructed in [6,9].

In the present paper we study the correspondence between the FMPS

Σ  ( - l ) |m(iY)l5m(iv)Zm(iV), (2)
]m(jV)|>0

where sm(N) Є R, z Є CN, and the multidimensional g-fraction with nonequivalent variables 
(1). We prove that the fraction (1) converges in the domain

D =  {z  Є CN : \zk\ < 1/N, l < k < N }  (3)

to function g(z), which is holomorphic in this domain. We also establish that the sum of 
FMPS (2), which corresponds to the multidimensional g-fraction with nonequivalent vari­
ables (1), has the same value as this fraction in domain (3).

1 T h e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  t h e  FMPS a n d  BCF

The correspondence between the multidimensional (/-fraction with nonequivalent vari­
ables (1) and the FMPS (2) means that the expansion of each nth approximant, n > 1, into 
the FMPS coincides with the given series for all homogeneous polynomials to the degree 
un — 1 inclusively. The vn is called the order of correspondence.

We introduce the notation for the remainders of fraction (1):

S  »7— 1

$»((i)(z) = <5»(2)(z) = 1 + D Σ 5г(г)(1 9i(r— 1))^г(г)

1
r=p+l i, =1

where s > 0 ,  0 < p < s  — 1, l < i f c <  ik-i, 1 < k < p, i0 =  N. Under this notation the 
following recurrent relations hold

/^00 (~\ _  1 , i /i(p + l)(l ~  9i{p) )Zi(p+l) , Λλ
ч г _ 1  + n (S) w

ip + i= l  ^ ΐ ( ρ + 1 )ν  /

where s >  0, 0 < p < s — 1, 1 <  ik < ik-i,  1 < k < p, i0 =  N.
Let

So
9 n { z )  =

Quo)1](z)'i(O)

be nth approximant of BCF (1), n > 1.

Theorem  1. For the multidimensional g-fraction with nonequivalent variables (1) there ex­
ists the unique formal multiple power series of form (2) to which this fraction will correspond. 
The order of correspondence is un =  n.

Proof. Since = 1’ where 0 =  (0 ,0 ,... ,0), for any multiindex i(r), s >  0, 0 < r <
s — 1, 1 < ik <  ik-i,  1 < k < r, i0 =  N, then the fraction 1/Q^(z)  has a formal expansion 
into FMPS of form (2).

Let for each index η, n > 1, the series

Σ (-d|m(iV)|5(n) zm(N)
m (N )

\m(N) |>0

be a formal expansion of approximant gn(z) of BCF (1). Let Q ^ ( z) Ф 0 for all indices. 
Applying the method suggested in [1, p. 28] and recurrent relations (4), we find a formula 
for the difference of two approximants of BCF (1) for m > n > 2, namely

71
N  ti - „ - I  — 9i ( f e - l ) ) 2 i*

9m(z) -  9„(z) =  ( - 1 ) %  E Σ ■ ■ - Σ -IT * ---------- ^ ---------------

- ' n e S r ' w n ^ ^ w  
k = 0 fc=0



From this formula we have

</m (z)-Sn(z)=  J ]  m > n >  2,
|m(iV)|>0

in neighborhood of zero.
η  \  П ^  f V>n rn lofm n o  W __

τη(Ν ) ~  m (N )Hence for each ra, m > n >  2, the relations siTjln =  hold for any multiindex
m(N), |m(iV)| < η — 1.

BCF (1) corresponds to FMPS

£ (Z )=  J ]  ( “ I )1’” ' " ’1*:m(N)\  e(l"i(-W)l+l)2m(-iV)
m (N )

\m(N)\>0

since for n > 2

L(z ) - 9„ W =  Σ  ( - і ) І” т К « ї ч )І+1)- І д а ) г” т ·
|m(7V)|>n

The unique implies that for arbitrary η, n > 2, the all coefficients of the nth approx­
imant gn(z) expansion of BCF (1) into FMPS by form (2) are uniquely determined. □ 

The following theorem deals with the convergence of corresponding multidimensional 
g-fraction with nonequivalent variables to FMPS.

Theorem 2. The multidimensional g-fraction with nonequivalent variables (1) converges 
in the domain (3) to function g(z) which is holomorphic in this domain. The sum of the 
formal multiple power series (2), which corresponds to the multidimensional g-fraction with 
nonequivalent variables (1), has the same value as this fraction in the domain (3).

Proof. Using relations (4), by mathematical induction we show that the following inequalities 
are valid

l<?!w(z)| > 9ЦГ), (5)

where s >  1, 1 < r < s, 1 < ik <  ifc-i, 1 < к <  r, io =  N.
For r =  s relations (5) are obvious. By induction hypothesis that (5) hold for r =  p + 1,

where p +  1 < s, we prove (5) for r — p. Indeed, the implement of the relations (4) lead to

1/nOO /„\I ^  V ' '  9 i(p + i)(l -  9 i (P) ) \ z i p + 1 \ ^  _
|c?i(p)(z )| > 1 -  2 ^  — { n (s )  —  > 9 i ( P ) ·

ip+i=l Ι ^ (ρ + ΐμ Ζ'Ι

By virtue of estimates (5), Q,^+1)(z) φ 0. Therefore, replacing ft(P+i) by |Q-(p+1)(z)|, in­
equalities (5) are obtained for r =  p.

From relations (5) it follows, that Q^^(z) φ  0 for all indices. Thus, the approximants 
gn(z), n >  1, of BCF (1) form the sequence of functions holomorphic in domain (3).

Let
Dc =  { z Є : \гк\ < c/N, 1 < к < N }, 0 < c < 1. (6)

be a domain contained in D. Applying relations (5), for the arbitrary z Є Dc, Dc c  D, we 
obtain for n >  2

|j„(z)| =  , » ----- < ---------^ =  M(DC),
І С ’ И Г ,  f j s W  1 ~ c 

Ь |o!w4wi
where the constant M (D C) depends only on the domain Dc, i.e. the sequence {<?„(z)} is 
uniformly bounded in the domain of form (6).

Let K  be an arbitrary compact subset of domain (3). Let us cover K  with the domain
of form (6). From this cover we choose the finite subcover {£)C:i} j=1. Let

M (K )  =  max{M (DCj) : 1 <  j  <  s}.

Then, taking into account g\(z) =  s0) for arbitrary z Є  K  we obtain

|<7„(z)| < M ( K )

for n >  1, i.e. the sequence {gn(z)} is uniformly bounded on each compact subset of the 
domain (3).

According to theorem 2 [5] BCF (1) converges in the domain

Δ Γ =  {z  Є Ся : \zk\ < r <  1/(8N), 1 < k < N } .

Evidently A r C D for each r, 0 <  r <  l/(8iV), in particular, say Дідддг) C D. Apply­
ing theorem 2.17 [1] we come to the conclusion that the multidimensional g-fraction with 
nonequivalent variables (1) converges uniformly on each compact subset of the domain (3) 
to function g(z), which is to be holomorphic in this domain.

Now, we prove the second statement of this theorem. Since the sequence {gn(z)} con­
verges uniformly on each compact subset of the domain D  to function g(z), which is holo­
morphic in D, then according to Weierstrass’s theorem [15, p. 288] for arbitrary |m(./V)| we 
have

с̂ М-ЛОІ gn{z) d\m(N^g( z)

where dzm(-N) =  dz^'dz™2 ■ . . .  ■ dz™N, on each compact subset of the domain D. And 
now, according to theorem 1 the expansion of each approximant gn(z), n > 1, into FMPS 
coincides with series (2) for all homogeneous polynomials to the degree n — 1 inclusively. 
Then for n —> oo

d]m{N)\gn(z)lim
oo z = 0



Hence,

m(N)\d z™^)
m ( N )

z=0
Σ (-1)1

for all z Є D. □

C o n c l u s io n

The question of the class of functions of multiple variables which are presented by the
multidimensional (/-fraction with nonequivalent variables remains open.
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Дмитришин P.I. Багатовимірний д-дріб з нерівнозначними змінними, відповідний до фор­
мального кратного степеневого ряду / /  Карпатські математичні публікації. — 2009. — 
Т .1 , №2. -  С. 145-151.

У  статті розглянуто багатовимірний д-дріб з нерівнозначними змінними, який є уза­
гальненням неперервного д-дробу. Досліджено відповідність між формальним кратним 
степеневим рядом і багатовимірним g-дробом з нерівнозначними змінними.

Дмитришин Р.И. Многомерная g-дробь с неравноправньїми переменними, соответствую- 
щая формальному кратному степенному ряду / /  Карпатские математические публика- 
ции. -  2009. -  Т.1, №2. -  С. 145-151.

В статье рассмотрена многомерная д-дробь с неравноправньїми переменньїми, которая 
является обобщением непрерьівной g-дроби. Исследовано соответствие между формаль­
ним кратньїм степенньїм рядом и многомерной д-дробью с неравноправньїми переменньї-
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З а д о р о ж н а  О.Ю ., С к а с к і в  О.Б.

ПРО СПРЯЖЕНІ АБСЦИСИ ЗБІЖНОСТІ КРАТНОГО РЯДУ ДІРІХЛЕ

Задорожна О.Ю., Скасків О.Б. Про спряжені абсциси збіжності кратного ряду Діріхле 
/ /  Карпатські математичні публікації. — 2009. — Т.1, №2. — C. 152-160.

Для кратних рядів Діріхле F(s) =  Х ^ ц =0 а(п) Θχρ{(λ(„), s)} встановлено зв’язки між 
областями збіжності Gc, абсолютної збіжності Ga та областями існування максимального 
члена Gμ у вигляді таких співвідношень: 7 Gc C  Ga +  <5оЄь Ί @ μ C  Ga +  <5оеі, де е\ =  
(1 ,..., 1) Є Кр, (50 Є R за умови lim (7~1)1η Ι|° (| ^ | ίίο||Λ<" )11 >  р та C Ga +  δ; η ΰ μ C

В с т у п .

Нехай (А„ ), 0 <  Λ « < \{f  < ... (і Є {1 ,2 ,..., /? }) , -  зростаючі до +оо послідовності 
невід’ємних чисел, Л'г) =  0, г Є {1 ,2 ,. .. ,р}. Розглянемо кратний ряд Діріхле

ОО

т  = Σ Я(п) ехр{(Л(п), s)}, (1)
І М = о

def
де (α(η)) ~ послідовність комплексних чисел; (п) =  (щ, п2, ■■■, пр), щ Є Ζ+ =  N U 
{0 }, (і Є {1 ,...,р }); ||п|| =  Пі +  ... +  np]S =  (sb s2, ..., sp) Є Ср; Sj =  σ,· +  itj (j  Є
{1, ...,ρ}); (Λ(„), s) =  ЛІ б̂'ї +  ... + A^Sp.

Збіжність кратних рядів Діріхле досліджувалась в [3]-[9]. А.Янушаускас [8] у випад­
ку;? =  2 (загальний випадок розглядається цілком подібно), зокрема довів, що якщо ряд 
(1) збіжний в околі точки (σ° +  i i° , ..., σ® +  ίί®) Є Ср, то він збіжний у прямому добуткові 
півплощин {sj : Resj < σ?}, j  Є {1, ...,p}, причому збіжність є рівномірною на кожному 
компакті з цього прямого добутку. Тому для кожного кратного ряду Діріхле можливі
три ситуації: 1) ряд збіжний для всіх s =  (s i-----, sp) Є O '; 2) ряд не збігається у жодній
області з Ср; 3) ряд збіжний в області { ( s i , ..., sp) : Res*; < ack, k Є { 1 , . . .  ,р } }  і кожна 
з областей вигляду {(«і, ...,sp) : Re Sk <  σ°}, для якої σ·} > σα , і Є І і >  a Cj ,  j  Є J, 
де /  U J =  {1, містить точки, у яких ряд розбіжний. Числа називаються

2000 Mathematics Subject Classification: 30D15.
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[8] спряженими абсцисами збіжності ряду (1). Безпосередньо з означення випливає, що 
край області збіжності ряду задається рівнянням

F ( R e s i ,  . . . , R e S p )  =  0.

У [1] досліджено абсолютну збіжність ряду (1) за умови

rfe/ ІП ||п||

т°  =  II |Г  Ю Г Т  =  ° ’ (2)||п||—>00 UА (тг) її

де ||A(n)|| =  AiV +  ... +  Хпр- Зокрема показано, що якщо кратний ряд Діріхле абсолютно 
збіжний в околі точки s° Є Ср, то він збіжний абсолютно в області {s Є Ср : Resj < 
Res°}. Тому Мр ділиться на дві частини: до однієї з них належать точки (σι, ...,σρ), які 
є абсцисами точок абсолютної збіжності ряду (1), а до іншої -  точки (σι, ...,σρ), які є 
абсцисами точок, у яких ряд (1) не є абсолютно збіжним. Поверхня Θ, що ділить Мр на 
такі множини, називається ггперповерхнею спряжених абсцис абсолюної збіжності ряду 
(1), а координати її точок (σαι,..., σαρ) називаються спряженими абсцисами абсолютної 
збіжності цього ряду.

В [1], крім того доведено, що за умови ( 2) ,  для того, щоб точка σα =  (σαι,..., σαρ) Є Rp 
була точкою на гіперповерхні спряжених абсцис абсолютної збіжності кратного ряду 
Діріхле (1), необхідно і досить, щоб

—  In 1α(η)| +  (σα,Α(η)) = о  (3)
ні->оо !|А(п)||

А  у статті [8] за умови ( 2) доведено, що якщо існують числа р і  <  0, і  Є  {1, такі
р

Щ° Σ  Рі > о,
і= 0

1п А » )  1lim —-— =  1,
Цп||—>оо — \р, А(„)J

_ щ  пр
де А(п) =  Σ  ·■· Σ  la(fc)l> то область збіжності кратного ряду Діріхле (1) збігається з

к\ =0 кр=0 
областю його абсолютної збіжності.

У статті [6] отримано певне узагальнення формули Валірона для знаходження аб­
сцис збіжності рядів Діріхле від однієї змінної, а також встановлено зв’язки абсцис 
збіжності з абсцисами існування максимального члена ряду Діріхле. У статті [4] резуль­
тати з [6] перенесно на випадок подвійного ряду Діріхле. У даній статті встановлено 
р—вимірні (р > 2) аналоги тверджень зі статей [6], [4].

1 А б с ц и с и  і с н у в а н н я  м а к с и м а л ь н о г о  ч л е н а .

Спочатку опишемо умови, за яких існує максимальний член

μ(σ ) =  μ(σ ι> ■■■,σρ) =  max{|a(n)| exp(A(n), s ) : (n) Є Zp }



кратного ряду Діріхле (1), тобто μ(σ) <  +оо. Позначимо через ϋ μ =  {σ  Є Rp : μ(σ) <  
+оо} область існування максимального члена. Зауважимо, що якщо μ(σ°) < +оо, то 
μ(σ) < +оо за умов Оі <  σ° (і Є { 1 , . . .  ,р}). Звідси випливає, що є три можливості: 1) 
μ(σ) =  +оо для всіх σ  Є Rp; 2) μ(σ) < +оо для всіх σ Є Rp; 3) μ(σ) < +оо для всіх 
σ* <  σμί (і Є { 1 , . . .  ,р}) і μ(σ*) =  +оо, якщо σ* >  σμί, і Є І  та σ* >  σμ3, j  Є J, де /U  J — 
{1, ...,ρ}, /  Π J =  0 . Систему σμ = (σμχ, ...,σμρ) будемо називати системою спряжених 
абсцис існування максимального члена. Зрозуміло, що у випадку їх скінченності існує 
функціональна залежність ^3(σμι, ...,σμρ) — 0, а у випадку, коли μ(σ) < +ос не для всіх 
σ Є Rp і σμί =  -f оо, і Є І, то σμj =  const, j  Є J.

Твердження 1.1. Множина ΰ μ -  опукла.

Доведення. Справді, нехай σ ι , σ 2 Є ϋ μ, тобто μ{σ1) <  +оо, μ(σ2) <  Ч-оо. Оскільки 
ΑθΒ ι~θ < (А  +  В)в(А + В)1” 9 =  А +  В для А >  0, В >  0, 0 < Θ <  1, то

|α(η)| ехрК^а1 +  (1 -  θ)σ2, λ(η))} =  

[|a(n)|exp{(cr1,A(„ ))}]0[|a(n)|exp{(a2,A(„)) }]1· 0 < 

k w le x p i^ A ^ ) ) }  +  |a(n)| βχρ{(σ2, А(тг)) } ,

тобто μ(θσ1 +  (1 — θ)σ2) < μ(σ1) + μ(σ2) < +οο. Це означає, що разом з двома точками 
σ 1 і ст2 множині Ωμ належить і весь відрізок, що їх сполучає. □

Твердження 1.2. Система σμ =  (σμι, ...,σμρ) дійсних чисел є системою спряжених 
абсцис існування максимального члена тоді і тільки тоді, коли

ШК In lQwl +  (σ^ λ(η)) =  0 /4ч
ІННоо ||А(П)|| υ·

Доведення. Позначимо через А ліву частину рівності (4) і нехай σμ =  (σμ\,..., σμρ) є 
спряженими абсцисами існування максимального члена. Тоді

Іа(„)І ехр{(<7, Α(η))} < μ(σ) < +оо 

для всіх (п) Є Ζρ і для будь-яких σι < σμί (і Є {1 , . . .  ,р}). Тому

- — In μ(σ) +  (σα — σ)Χ(η) . ,
A <  lim ------------ —— ------------- <  πιβχ{σμί -  σ< : ι Є { 1 , . . .  ,ρ}},

ΙΙ"ΙΗ°° ΙΙΛ(η)||

і з огляду на довільність σι < σμί (і Є {1 ,. . .  ,р }) отримуємо нерівність А <  0.
Покажемо, що А =  0. Справді, якщо А < 0, то для будь-якого η Є (А, 0) і всіх 

досить великих пі +  п2 +  ... +  пр правильна нерівність 1η|α(η)[ +  (σμ,λ(„)) < [̂|λ(η)||, 
звідки |α(η)|βχρ{(σμ -  r;ei,A(n))}  < 1, де ех =  (1,..., 1) Є Мр. Тобто μ(σμ +  \η\βι) <  +оо і 
система (σμι , ...,σ μρ) не є системою спряжених абсцис існування максимального члена. 
Необхідність умови (4) доведено.

Доведемо достатність умови (4). Для будь-якого є > 0 і всіх досить великих п\ +... +  
пр маємо 1η|α(„)| +  (σμ,Α(„)) < ε||λ(η)||, тобто μ(σμ — єе\) < +оо і, завдяки довільності 
є > 0, отримуємо μ(σ) < +оо для будь-яких σ* < σμί, і Є {1 , . . .  ,р}.

З іншого боку, для будь-якого є >  0 існує підпослідовність n — (ηχ, ...,пр) така, що 
|п| —► оо і 1п|а(й)| + (σμ,λ(β)) >  -(є/2)||А(й)||). Тому

|а(й)|ехр{(ам+ єеі,А(й))} > ехр{(е/2)||А(й)||} -»  +оо, \п\ -> оо,

тобто μ(σμ +  εβ\) = +оо. Завдяки довільності є достатність умови (4) і, отже, тверджен­
ня 1.2 доведено. □

Наслідок 1.1. Система σμ =  (σμ\,..., σμν) невід’ємних чисел, принаймні одне з яких 
додатне, є системою спряжених абсцис існування максимального члена тоді і тільки 
тоді, коли

In (l/|a(n)|)
—  ( „ ...X \ =  І!||п||—*оо \σ μ ι λ ( η ) )

а система σμ =  (σμι,..., σμρ) недодатних чисел, принаймні одне з яких від’ємне, є спря­
женими абсцисами існування максимального члена тоді і тільки тоді, коли

ito  1η(1/Κ »> ι) =  1. (6)
||η||—*оо (σμ,λ(η))

Доведення. Міркуємо подібно до [4]. Доведемо тільки першу частину наслідку, позаяк 
друга частина доводиться подібно. Припустимо, що ππη{σμί: і Є  {1 ,. . .  ,р }}  > 0. Остан­
нє припущення, очевидно, не зменшує загальності міркувань. Рівність (4) можна подати
у вигляді

ito  І п ( і / К - ) І ) - ( ^ . У ) ) =0| (7)
імі—*оо І|А(п)ІІ

тобто для будь-якого є > 0 і всіх досить великих п\ +  ... +  пр маємо In(1/|а(„)|) > 
(σμ,λ (η)) -  ε||λ(η)|| і, отже,

In (1/|а(п)|) > 1 _  ε||Λ(η)|| > χ є
(σμ,Α(η)) (σμ, λ(η)) m in { ^ :  і Є { Ι , . , . , ρ } } ’

а для деякої підпослідовності (п), такої що |п| —> оо, подібно отримуємо

1п(1/|ой|) < 1 | г|А(й)| < l f  є
(σμι λ(η)) (^,А(й)) ηιϊη{σμί : і Є {1 , . . . , р }}

З огляду на довільність ε ці нерівності рівносильні до рівності (5). □

Твердження 1.3. Для того, щоб μ(σ) =  μ(σχ, ...,σρ) < +оо для всіх σ  Є Кр, необхідно 
і досить, щоб

lim —— -  In -j----- - =  +оо. (8)
Μ —оо ||Λ(η)|| |fl(n)|

Доведення. Якщо μ(σ) < +оо для всіх (σι,..., σρ) Є Мр, то для кожного σ > 0 правильна 
нерівність |α(η)|βχρ{σ||λ(η)||} < μ(σε1) < +оо, тобто In >  σ +  ο(1), ||η|| -*■ оо, і 
з огляду на довільність σ правильна рівність (8). Навпаки, з умови (8) випливає, що для



кожного σ >  0 і всіх досить великих пі +  ... + п р правильна нерівність In > σ. 
Тому, якщо σ° = (σ°,..., σ°) Є Μρ, то, вибираючи σ > max{a° : і Є {1 ,.. .  ,р }}, маємо

|ct(„)І ехр{(сг°, А(„))} < ехр{-(стеі - σ ° , λ (η))} 0, ||п|| -> оо,

тобто μ(σ°) < +оо. Твердження 3 доведено. □

Теорема 1. Для того, щоб μ(σ) < + оо для всіх аг < +ос і σ3 < σμι < +оо, де і Є / ,  j  Є J 
та І  U J =  {1, .2, І ф 0 , необхідно і досить, щоб для кожного σ* < σμ]

1η(1/|α(η)|) -  Σ  σ] χηί 
lim ------------------ -------------- =  +οο. (9)

iiniH+oo 5 2  ЛЙ
і€І

Доведення. Якщо μ(σ) < +οο для всіх σі < +оо,і Є І, і Uj < < +oo , j  Є J, то для
довільних σ* < і σ* < +οο правильна нерівність

1η (1/Ια(η)|) — Σ  ajXnj
j e J  ^  -  m  μ(σ)------------------ 7ΤΓ------------  > -------- 7TT--- h m in{aj: і Є / } ,Σ \Μ \M LЛщ Лгч

ІЄІ ІЄІ

де σ  -  це набір, де на г-тих місцях стоять координати σχ,ι Є / ,  а на j-тих -  координати 
σ*, j  Є J, звідки, з огляду на довільність σ*,? Є І , отримуємо (9).

Навпаки, з умови (9) випливає, що для довільних σ* < +оо та σ* < σμj і всіх досить
великих ηχ +  ... + пр правильна нерівність |θ(η)| < ехр{ — ( Σ  сг*\п} + Σ  σ*λ ^ )}, тобто

ІЄІ j e J
для довільних σ* < σ*, і Є І, та σ3 < a*,j Є J,

Ια(η)| β Χ ρ ίΣ  σιλ^} +  5 3  σ3λη·} <
ІЄІ j € J

β χ ρ { -  ~  σ ^ χ(Ά  -  Σ η  _  σ ί ) χ η ] }  - * ■ °  ο ν  - * · + ° ° ) .
ІЄІ j e J

і, отже, μ(σ ) < +οο. З огляду на довільність σ* < + оо ,і Є І, та σ* < σμ3, j  Є J, теорему
1 доведено. □

2 А б с ц и с и  з б і ж н о с т і .

Нехай G c, G a -  відповідно області збіжності та абсолютної збіжності ряду (1), а Gc =  
{ х  Є Мр : x =  Re z, z Є G c} ,  Ga =  {х  Є Rp : x =  Re z, z Є G a}  -  їхні сліди в {х  Є Мр : 

x = Re z, z Є Ср}. Через Gμ позначимо область існування максимального члена μ(χ, F) 
ряду (1). Зрозуміло, що якщо ряд (1) збіжний у точці (σ +  it) =  (σι + iti, ...,σρ +  itp), 
το |θ(„)| βχρ{(σ, λ(„))} —> 0, ||η|| —*· оо і, отже, μ(σ) < +οο. Тому Ga C Gc C ΰ μ.

З іншого боку, для 7 >  0, d>0 C R, δ =  (01 ;..., δρ) Є Мр позначимо

Аі(7 ;а д =  ita  i U L 1*1"  l“ (")l +  <S„IIA<»)II
In llrall

L ,. (7 -  1) In |a(n)| + (i,A (n))
/12 7 ; 5 )=  hm ----- --------- ------------,

||n||—>oo In щ  +  ... + In np
і доведемо таку теорему.

Теорема 2. і). Якщо існують 7  > 0, <50 Є К такі, що /11(7 ; 5о) > Р, то ^Gc C Ga +  6оЄ\ і 
7 Gp C Ga + δοβ\, де е\ =  (1,..., 1) Є Мр.
ії). Якщо існують 7  > 0, <5 Є Rp такі, що ^2(7 ; > 1> то 7 ^с C Ga + δ] C Ga +  δ.

Доведення, і). Якщо довести, що 7 6 ^ C Ga +  5ο ι̂, то, оскільки Gc C звідси негайно 
отримаємо, що 7 Gc C Ga +  ^о і̂· Отже, нехай (σμι , .. .  ,σμρ) Є Gp,. Для довільного є > 0 
позначимо σ° =  7 σμι — 6q — ε, і Є {1 ,. . .  ,ρ }, σ° =  (σ®,.. .  ,σ°). Зауважимо, що для 
цього ж ε > 0 з (4) отримуємо

ІП |Я(п)| +  (σ μ , Α („))
----------ггг— Й--------- < ε/7, l|w|| > So·

ΙΙΛ(η)ΙΙ

Дослідимо абсолютну збіжність ряду (1) у точці σ° =  (σ ° ,.. .  ,σ°). Для будь-якого Є\ Є 
(0, /11(7 , 5о) — р) і Для всіх ||п|| > «і > so послідовно отримуємо

Ια(η)| βχρ{(σ°, λ(η))} =  ехр{ - ( ( 7  -  1 ) In |a(n)| +  <УА(п)ІІ)}х 

exp |7 ^1п|о(п)| +  ( σ “ty**061’ * ("> ))} -  

ex p j -  (/іі(7,<5о) — ει) In ||n|| + 7 (ln|a(n)| +  (σμ,λ (η)) -  |̂|λ(η)||)} <

exp { -  (Λι(7 ,ί0) -  ε ι ) 1η ||n||}.

Оскільки (див. [7, С.58]) КІЛЬКІСТЬ ЦІЛИХ невід’ємних розв’язків рівняння Пі +  П2 + -----l·
пр =  s дорівнює c^+s_1 (С^+5_х < 2sp_1, S >  1), то

Ч-оо +оо

5 3  ia(n)iехр {(ст°, а(„)} =  5 3  5 1  ΐα(»)ΐθχρ {(σ°>Λ(η)} ^
|H|=S1 β=βι ||n||=s

+00

2 5 3  ехр{ — (/ii(7 , <50) — ρ +  1 — ει) Ins} < + 00,
S=S  і

позаяк hi (7 , δο) — ρ — Єї > 0. Звідси випливає, що

Ga D 7 ΰ μ — (δ0 + е)еі,

звідки, завдяки довільності ε > 0, отримуємо потрібне вкладення.
ії). Як і у доведенні п.г) досить лише довести, що 7 C Ga +  δ. Нехай σμ Є Не 

зменшуючи загальності, можемо вважати, що σμί > —оо (і Є {1 ,. . . ,р } ) .  Припустимо 
спочатку, що σμί <  +оо (і Є { 1 , . . . ,р } ) .  Тоді з (4) для кожного є >  0 і всіх досить 
великих пі +  ... + пр отримуємо нерівність |а(„)| < ехр{ — (σμ — геі,А„)}. Застосовуючи 
останню нерівність та означення /12(7 ^)) послідовно отримуємо

0І βχΡ{(7(σμ — εβι) — δ, λ(„))} =  |̂α(η)| βχρ{(σμ — εβι, λ(η))}̂ |̂<χ(η)|1 7 ехр{-(5 , λ(η))} <



К п)!1 7 ехр {-(£ , Л(„))} <  ехр {-(/г2(7 ; 0) -  ε)(1η щ +  ... +  In пр)},

і, отже, ряд (1) абсолютно збіжний в точці (η{σμ — єєг) — δ), тобто Ga D η(Ομ — εβι) — δ. З 
огляду на довільність ε > 0 твердження пЛі) теореми 2 у випадку, коли σμί < +оо (і Є 
{ 1 , .. ,р }), доведено.

Нехай тепер σμί =  +оо (і Є {1 ,. . .  , р}). За твердженням 1.3 правильна рівність (8), 
тобто |а(„)| < ехр{—σ(||λ(η)||)} для будь-якого σ  > 0 і всіх досить великих щ +  ... +  пр. 
Звідси, як і вище, отримуємо нерівність

|а(п)|ехр{(7 аеі - ί , λ (η))} <

Ια(η)|1-7 e x p {-( i , Л(„))} < ехр{-(/г2(75 δ) -  ε)(1η щ + ... + In n„)},

звідки випливає, що σαί > 7 σ — δί} (і Є {1 , . . . ,р } ) }  для будь-якого σ > 0, і, отже, 
Оаі =  +00, (І Є {1, ..,р}).

Нарешті, якщо σμί =  +ос, і Є І  і σμί < -І-оо, j  Є J, де І  U J =  {1, ...,ρ}, І  ф 0 , 
то з (9 ) для довільних σ* < +оо та σ* < σμ] і всіх досить великих щ +  ... +  пр маємо
нерівність |а(„)| < ехр{—(Σ,σ*λη] + Σ  a*\nj)}. Тому, як і вище, отримуємо нерівність

і €І  j e J

|а(п)| е х р { ^ ( 7 а* -  6г)Х^  +  Ίσ* -  Sj)\^}  <  
і є і  j e J

|«(„)Iі  ̂ехр{ —(<5, Л(гг))} < ехр{ —(/12(7 ; δ)) -  ε)(1η щ +  ... +  In пр)},

a з неї випливає, що σαι > уо* — δ1) і Є І  і σα] >  ησ* — δj, j  Є J для будь-яких σ* < +оо 
та σ* < σμ}, тобто стаі =  +оо, г Є /  і σα] > ^σμ] — Sj, j  Є J. Теорему 2 повністю 
доведено. □

Наслідок 2.1. Нехай т =  (ть тр) -  система додатних чисел. Якщо

- — In ηχ +  ... +  In ηΌ ,
lim ------·7..... ........p-  <  1 , (10)

||n||—>+oo ( τ ,Λ (η))

TO Ga D Gc -  T, Ga D ΰ μ -  T.

Справді, з (10) випливає, що In щ +  ... +  In np <  (1 +  ε /2 )(τ ,Л(„)) для будь-якого 
ε > 0 і всіх досить великих п\ +  ... + пр. Тому

/і /і , і· ( (1 + Ф > Лм ) ^ 1 + є   ̂ ,/і2(1;(1 + є )г )  =  hm --------------  v > — — -  > 1,
ΙΙ„ΙΙ-<χ, In щ  +  ... +  In пр 1 +  ε/2

1 за теоремою 2 Ga D Gc — (1 + ε)τ, Ga D — (1 +  ε)τ, тобто з огляду на довільність 
ε > 0 отримуємо потрібні включення.

Зауважимо, що якщо
In пі +  ... +  In пр

і, г  ------- ІЇТ— її--------Е =  0> (11)

то (10) виконується для будь-яких т : т* > 0 (і Є {1 , . . .  ,р }), а за наслідком 2.1 Gc =
Ga =  G>. Неважко показати, що умови (2) і (1 1 ) рівносильні, і тому звідси та з теореми
2 випливає співвідношення (3).

Зауважимо тепер, що для ряду

^ )  =  Σ +°° ( - і ) НІеΖ̂ ||„||=ον
+  ° °  , . .Μ .»  2ι 1η(ηι +  1)Η-(-2р 1п(пр +  1)

Gc =  {σ :  (Vj)[aj <  0]}, Ga =  {σ :  (Vj)[ctj <  - 1]}. При цьому Gc =  Ga +  т, т =  (1, . . . , 1), 
і (10) виконується з даним т, тобто твердження наслідку 2.1, а разом з ним і другого 
пункту теореми 2, покращити, взагалі кажучи, не можна.

Те ж саме можна стверджувати і для ряду

!>*«■

Для цього ряду α(η) =  0 для всіх (η) =  (п і,. . . ,  пр) £ { ( т і , . . . ,  тр) : т\ =  ■ ■ · =  тр Є 
N}, Gc =  {σ : ||σ|| < 0 }, Ga =  {σ : ||σ|| < —1]}, а у наслідку 2.1 можна вибрати τ  =  
(1 /р,. . . ,  1 /р), і тому Gc =  Ga +  T.

Наслідок 2.2. Для кожного ряду Діріхле вигляду (1)

Gc c G a + рт0еі, 

де  т0 визначено в (2), а е\ =  (1 ,. . . ,  1) Є Мр.

Справді, нехай в теоремі 2 7  =  1 і 5о =  рто +  ε, ε > 0. Тоді

(рто +  е)||А(„)|| рт0 +  ε
h 1(7 , σ0) =  hm ------ΓΊΓΊ\------ = -----------  >

||η||—>οο Ill'll το

і, отже, правильні оцінки Ga D Gc — (рт0 +  ε)βχ , тобто завдяки довільності є маємо:
Ga D Gc -  рт0е і .
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Zadorozhna О. Yu., Skaskiv О.В. On the abscises of the convergence of multiple Dirichlet series, 
Carpathian Mathematical Publications, 1, 2 (2009), 152-160.

For multiple Dirichlet series of the form F(s) =  Х ^ ц =0 Я(п) exp{(A(n), s)} we establish 
relations between domains of the convergence Gc, absolutely convergence Ga and of the domain 
of the existence of the maximal term Ομ of the series as follows: 7 Gc C Ga +  <5oei, 7 <j> C 
Ga +  <50ei, where e\ =  (1,..., 1 ) є Rp, ό0 Є K, by condition lim (τ'- 1 )111 ^ (j|̂ ||<S°^A(n)̂  >  p;

||n||—*00

7 Gc C G a +  <5; 7 Gn c  G a +  S, where δ Є Kp, by condition lim (τ' " 1)111 Кп)І+(<.>(И)) >  jin Ηχ-+■ ·.."ГІП Пр||n||—»oo

Задорожна О.Ю., Скаскив О.Б. О сопряженних абсциссах сходимости кратного ряда 
Дирихле / /  Карпатские математические публикации. — 2009. — Т.1, №2. — С. 152-160.

Для кратньїх рядов Дирихле F(s) =  53fln||=o а (п) ехр{(А(„), s)} установленьї связи меж- 
ду областями сходимости Gc, абсолютной сходимости G a и областями существования 
максимального члена Gfl в виде таких соотношений: ηΟΓ C  Ga +  60еі, C Ga +  δ0ει, 
где Єї =  (1,..., 1) Є Кр, ίο Є К при условии lim (7~ 1)1η Ιΐη<̂ Ι||Ι"<ίοΙ|Λ<’*)11 >  р и 7 GC С

||п||—оо

Ga +  δ- 7 GM C Ga +  δ при условии lim (ι'~11η) 'ηηιΙ° ('ι̂ η(̂ (" )) >  1.
||η||—*оо ”
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Ф А К Т О Р ІА Л Ь Н І СТЕП ЕН І ТА  Т Р И К У Т Н І М А ТРИ Ц І

Заторський Р.А., Малярчук О.Р Факторіальні степені та трикутні матриці / /  Кар­
патські математичні публікації. — 2009. — Т.1, №2. — С. 161-171.

В роботі узагальнюються поняття спадного і зростаючого факторіального степенів та 
тотожності Нерлунда та Вандермонда. При допомозі факторіальних степенів з кроком, 
виділено клас, так званих, факторіальних числових трикутників, елементи яких задоволь­
няють деяке рекурентне співвідношення.

В с т у п

Спадні та зростаючі факторіальні степені, на відміну від біноміальних коефіцієнтів 
та інших комбінаторних формул, допускають узагальнення не тільки на множину всіх 
цілих, але й дійсних чи, навіть, комплексних чисел. Тому їх подальші узагальнення 
завжди корисні. Вони дозволяють уніфікувати дослідження в деяких напрямках комбі­
наторного аналізу, виділити клас факторіальних числових трикутників, до якого нале­
жать трикутники Паскаля, Стірлінга першого і другого роду, трикутник Jla та багато 
інших нових числових трикутників, що очікують своїх комбінаторних інтерпретацій. 
При цьому виявляються загальні закономірності, властиві всім числовим трикутникам 
цього класу.

Введення поняття факторіального степеня з деяким кроком дозволяє двоїсті тотож­
ності чи формули для спадних та зростаючих факторіальних степенів замінити однією 
загальною тотожністю чи формулою. Зокрема, такий підхід дозволяє узагальнити то­
тожності Вандермонда та Нерлунда.

1  Ф а к т о р іа л ь н і  ч и с л о в і  т р и к у т н и к и  т а  т о т о ж н о с т і

Означення 1.1. Для д о в і л ь н и х  д і й с н о г о  числа х  і натурального числа п  факторіаль­
ним степенем η з кроком k, д ек  належить множині раціональних чисел, назвемо вираз 
вигляду

x «{fc} _  χ (χ  _|_ ]ς^ χ  _|_ 2k) ■ . . .  ■ (χ  +  ( п  — 1  )к).

2000 Mathematics Subject Classification: 15А15.
Ключові слова і фрази: трикутна матриця, факторіальний степінь.



Зручно вважати, що
x0{fc} =  1. (1)

Зауважимо, що найчастіше зустрічаються зростаючі та спадні факторіали степеня 
п з кроками 1, —1,0, які, в існуючій літературі, позначаються відповідно через:

[х]п =  хп =  х(х  +  1) · .. .  · (χ +  п — 1),

[х]„ =  х -  =  х(х  — 1) · . . .  ■ (х — п + 1), 

хп =  х ■ .. ж .
71

Отже,
п\ =  1 · 2 · . . . · η  =  ηη{“ 1} =  Г {1}, 

причому, згідно з домовленістю (1), маємо 0! =  1.

Теорема 1. Для довільних параметрів х і у та довільного к виконується тотожність:

xm yn-i{k}

Доведення. При η =  1 тотожність (2) очевидно справедлива. Справедливість індукцій­
ного кроку випливає із наступних рівностей

(x +  y)"+1{fc} =  ( χ  + у)п^ ( х  +  у + nk) =

J 2  ( US) x i{k}yn~i{k}((x +  Μ) +  {у +  {n -  i)k)) =
г = 0  '  '

("n>)x i+1{fc}yn- i{fc} +  ( η\ χ ^ ) νη-ί+1{^ =
i = 0  W  i= 0  V і /

S ((■) + G■+0) + -

τι— 1
x 0{k} n+l{k} i

0 '

U +  ^  x 0 {k }y H + l {k }  _|_ +  x i + 4 k } у П - і {к ]  _|_ ί η  +  Ι \ χ η+1{*:}^0{*:} _

( n +  1 \гГі { к } 1, п - і + Ц к }

i= 0 ' 1

□
Якщо у тотожності (2) теореми 1 замість к підставити —1, 1, 0, то вони отримають 

вигляд тотожностей Вандермонда1, Нерлунда2 та біноміальної відповідно:

А. Вандермонд (1735-1796) — французький математик і політичний діяч.
Н.Е. Нерлунд (1885-1981) — данський математик.

( * + » ) ” =  Σ  · 
fc=0 '  '

Важливу роль в різних областях математики відіграють спеціальні комбінаторні 
числа та многочлени. Згадаймо лише біноміальні многочлени та їх коефіцієнти, числа 
Стірлінга першого і другого роду, числа та многочлени Ойлера, ортогональні много­
члени тощо. Проте, найбільш відомі многочлени своєю популярністю завдячують лише 
своїм коефіцієнтам.

В усіх перелічених випадках послідовність многочленів

Goo,
α10 +  allt,
a20 +  a2lt +  a22121

Ο·τι0 "t" Й»г2  ̂ “Ь · · · “I” ann tn, n Є N ,

де an φ  0, і =  0 ,1 ,. . . ,  задається трикутною таблицею їх коефіцієнтів

0̂0
Оі0 <*11
«20 «21 0-22

®п0 «7і1 «п2 · ■ ■
Цікавим виявляється і наступний загальний підхід до вивчення властивостей чис­

лових трикутників.
Позаяк многочлени

(ж +  т-)ф } , г =  0 , 1 , . . .  , 7і,

за змінною х утворюють базис у просторі многочленів степеня не вищого за п, то мно­
гочлени

(x +  ty (k\ і =  0 ,1 ,. . . ,  п,
можна подати у вигляді їх лінійної комбінації. При цьому отримаємо наступні тотож­
ності:

Or +  i ) ° < fc> =  а о о ( *  +  г ) ° М

(ж-М )1{А:} =  аю(х +  r)0{s} + au (x +  r )1{s},
(x +  t)2̂  =  a20{x +  r)°W  +  а21(ж +  г)1<*> + a 22(x +  r p > ,
(x +  t ) W  =  a30(x +  r)°<e> + a3i (x +  r) 1̂  +  a32(x +  r)2<s> +  a33(x +  r)3<s>,

(x +  t)n{k} =  an0(x +  r)0{s} +  anl(x +  r )1{s} +  an2(x +  r)2{s} +  . . .  +  ann(x +



Таким чином, ми приходимо до класу числових трикутників

« 0 0

« 1 0 « 1 1

« 2 0 « 2 1 « 2 2

« 3 0 а з і « 3 2 « 3 3

« 4 0 « 4 1 « 4 2 « 4 3

« η Ο « n l « п 2 « 7 l 3

які назвемо факторіальними числовими трикутниками.

Теорема 2. Коефіцієнти тотожностей
І

(.X +  t)l{k] = 53агз(х +  r )j{s}> * =  о, 1 , 2, —  , 
i= 0

задовольняють рекурентне рівняння

αυ =  Oj_ij_i + ( t - r  +  ( i - l ) k -  js)ai_1J, (3)

де ац — 1 . cii,— і — 0,  ̂ — 0 , 1 , . . . , 7?..

Доведення. При і — 0 маємо справедливу тотожність:

(x  +  « )0{fe} =  аоо(ж  +  r ) ° w .

Доведемо справедливість індукційного кроку.
І І

5 3  аі](х + 0 J{s} =  5 3 (а і- и - 1 +  (ί -  г +  (і -  1)А: -  j s )a ^ ltj)(x +  r)j{s} = 
j =0 j =0

і г—1

5 3 « і - і , , - і ( *  +  r)j{s} + 5 3 (ί  -  r +  (г -  l)k -  js )a i - i j (x  + r)j{s}.
j = 1 г=0

Нехай у першій сумі j  =  j '  +  1, тоді її можна подати у вигляді 
і—1 і —1

53 « i - l , j ' +  r)j,+1{s} =  53 ai-l,j(x  +  r)j ^ ( x  +  r + js). 
j '= 0  j = 0

Таким чином, маємо
і і —1 г—1

5 3  aij(x +  r)j^  — ' ^ a i- i tj(x +  r)j ^(x-\-r-\-js)-{-ŷ 2 (t  — r + ( i  — l)k-js )ai- i j(x-\-r) j^  =
3=0 j = 0 г=0

г—1

(x +  « +  (г — 1 )к) 5 3  a i - i , j ( x  + r)j^  =  (x +  t +  (і — l)£;)(x +  t)l~i w  =  (x +  «)t{fc*.
3=0

Рекурентне рівняння (3) є загальним рекурентним рівнянням для всіх факторіаль­
них числових трикутників. Підставляючи замість t ,k ,r ,s  числа із множини { — 1,0,1}, 
отримаємо мультимножину потужності З4 =  81 числових трикутників:

№ Перетворення №t Короткий коментар
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10 
11 
12
13

14
15
16
17
18
19
20 
21 
22
23
24
25
26
27
28
29
30

31

32
33
34
35
36
37
38
39
40
41

0
0
0
0

-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
-1 
о 

о 
о 
о 
о 

о 

о 

о 
о
о о

о

о

о

о

-1
-1
-1
о
о
о

-1
о

0 -1
0 -1
0 -1
0 0
0 0
0 0
0
0
0

-1

о
о
о

о
о
о

(х —
(х ~
(х —

(х ~
(х — 
(х — 
(х — 
(х — 
(х — 
(х -

(х ~  

(х ~  

(х  — 
(х  ~
(х — 
(х — 
(х — 
(х — 
(х — 
(х — 
(х — 
(х — 
(х — 
(х — 
(х — 
(х —

(х ~
хп{~
Хп{~
х"{-
Хп{~
хп{~
хп{-
хп<~
Хп(~
хп{~ 
хп —

1)"
1)"
1)п
1)"
1)"
1)п
1)П 
1)" 
1)" 
1)" - 
І)71 - 
1)" - 
1 )П _
1 ) "  - 
І)71 - 
1)П _ 
1 ) "  - 
1)" - 
1 )П{І 

1 )П{І 

1)п{і 
1 )п { !

1)п{1
1)П{1

1)П{1

1)П{1
1 )п{і

- + { х -  1 ) « Ь 1 } 

“ 1} ->  ( х -  І )1

_1* —> (х — І)·7̂  
- і }  х з { - 1 }

- 1 } хз
- 1} _» хз{Ц

- 1} -»  (х +  l) j {~1} 
- 1} -> (х +  1)і 

—> (х +  1 ) ^ χ>

- + ( * - і У { - і }
-»  (х -  1)п 
—► (х — і)я и  

j

0
о о

х

х
х

Ті

X'

хз{ і}

(x +
(x +  І)·7 
(х +  І)·7̂
-> (x -  l) j {~1} 

(х - 1 у  
—> (х — І)·7̂  
—> xj{~1}
—> XJ

—> χίί1}
—> (χ +  іу 'Ь 1} 
-> (χ +  1)J 
—>· (χ +  l)·^1) 

(χ — ip'{_1}
(χ -  l) j 
(χ — l)·7̂ 1̂

χ3
хз{Ц

(χ +  l) j{-1}
> -*· (x +  l)j 
} —> (x +  1) ^ }
(x — l) j{-1}
(x -  i y  
(x — l)·7̂ }

x·7

tl
t2
t3

t4
t5
t6

t7
t8
t9

tlO 
t l l  
1 12  

tl3 
tl4

tl5

тривіальний 
=  Ш  
=  i l l  
=  ί 12 
=  ί13 
=  ί 14
Ο £28,|ί1| =  ί42 
Ο ί34,|ί2| =  ί41 
Ο ί40,|ί3| =  «40 
ξ  ί 15
тривіальний 
=  ί16 
=  ί 17 
=  tl 8 
Ξ Ш
Ο ί29, И  =  |ί36|
Ο  «35 , |<5| =  «35  

Ο  «41 , |«6| ξ  «34  

ξ  «23  

ξ  «24

тривіальний 
=  «25 
=  «26 
=  «27
Ο «30, «7 =  |«30|
Ο «36, |«8| =  |«29|
Ο «42, |«9| =  «28 
=  «31 
=  «32 
Ξ «33
тривіальний 
τρ. Стірлінга І роду 
Ο «23, |«11| Ξ «23 
Ο «31, |«12| =  «22 
Ο «37, |«13| =  «21 
Ο «20, |«14| =  «20 
ΞΞ «37 
ξ  «38 
ξ  «39
τρ. Стірлінга II роду 
тривіальний



№
~42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60 
61 
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80 
81

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

о о 
о 
о 
о

о
о
о

о
о
о

о 
о 
о
о о 
о о 
о о 
о 
о 
о

о
о
0
1 
1 
1

S Перетворення Ш Короткий коментар
1 хп - * х іЮ t l6 О £24, |£16| =  £15

-1 хп -> (ж +  1)Я-і} 117 О £32, £17 —> £15
0 хп -> (х +  1)·» 118 О £38, |£18| ξξ £38
1 хп —> (х +  І)·^1* 119 О £21, £19| =  £37

-1 х»Ш _> (х _  і)Л~і} t20 О £14, £20 =  |£14|
0 χη{!} (χ _  2)-? t21 О £19
1 ж”*1) (х -  іуЧ1) t22 О £27

-1  ̂ 1} t23 тр. JIa, О £11
0 х "{J} —> X3 t24 О £16
1 х«{!} _> хі{ 1} тривіальний

-1 ж71*1* -»  (ж +  1 У {~1} t25 О £33, £25 =  |£33|
0 хп{1} {х +  \)І t26 О £39, £26 -> £24
1 ^ { і }  (х +  j y i l } t27 О £22, |£27| =  £31

-1 (ж +  1)ПЬ 1} - * ( х -  1)Я -1} t28 О £1
0 (х +  І ) ^ - !}  -»  (х -  1 у t29 О £4
1 (ж +  1)”{ - 1} (х _  1)Я1} t30 О £7, £30 -♦£11

-1 (ж +  1)"Ь і) XJ{-1} t31 О £12
0 (ж +  1)П{ - 1} хз t32 О £17, £32 -»£10
1 (ж +  l f b 1} -»  хя п t33 О £25

-1 (ж +  І ) "* -1) -> (χ +  1)·»'ί-ΐ} тривіальний
0 (ж +  1)"Ь і} _> (ж +  і у ΞΕ £10
1 (х +  І ) "* -1} ->  (х +  1)Яі} =  £11

-1 (х +  1) " ->  (х -  1)Я-і> t34 О £2
0 (ж +  1)п -»  (ж -  і у t35 О £5
1 (ж +  І)71 (ж -  1) ^ } t36 О £8

-1 (ж +  1)" —> ж^_1} t37 О £13
0 (ж +  1)" —> ж·7 t38 О £18, тр. Паскаля
1 (ж +  1)" —> ж· 1̂} t39 О £26, £39 -*  £16

-1 (ж +  1)" —> (ж +  1)Л-1* =  £15
0 (ж +  1)” —► (ж +  1У тривіальний
1 (ж +  1 ) "  - *  ( х  +  1 )Я і} ΞΞ £16

-1 (ж +  І )"^ } —> (ж — 1)Л-1} t4 0 0 £ 3
0 (ж -1- 1)п^> -»  (ж -  l)j t41 О £6
1 (ж +  І)"^ } —> (ж — І )^ 1̂ t4 2 О £9

-1 (ж +  l )”^} —> =  £20

0 (ж +  1 )” ^>  -> х> =  £21
1 (ж +  І)"^1} —> ж·7*1} =  £22

-1 (ж +  І)"^ } ->  (ж +  1 ) Я - і } ΞΞ £23
0 (ж +  1 )п^ }  —> (ж +  1У ΞΞ £24
1 (ж +  1)ЯЦ _ >  (ж +  1 )ЯЧ тривіальний

Кожному рядку наведеної вище таблиці відповідає деякий числовий трикутник. За­
пис =  £10 в останньому стовпці другого рядка означає, що числовий трикутник, який 
відповідає другому рядку, тотожний числовому трикутнику 32—го рядка; записи у сьо­
мому рядку таблиці означають, що йому відповідає трикутник £1, який є оберненим 
числовим трикутником (О £28) до числового трикутника 55—го рядка, причому модулі 
всіх елементів цього трикутника (|£1| ξ  £42) утворюють трикутник £42; записи із 43—го 
рядка означають, що йому відповідає числовий трикутник £17, який є оберненим до чи­
слового трикутника 59 рядка, причому, викреслюючи в ньому перший стовпець, можна 
отримати (£17 —> £15) числовий трикутник £15.

Таким чином, можна побудувати 42 різні числові трикутники £1, £2,... ,£42.
Цікаво було б знайти деякі комбінаторні інтерпретації елементів нових числових 

трикутників.

2 Ф а к т о р і а л ь н і  ч и с л о в і  т р и к у т н и к и  т а  п а р а ф у н к ц і ї  т р и к у т н и х  

м а т р и ц ь

Наведемо приклади, в яких зустрічаються факторіальні числові трикутники.

1. При xq =  1, Хі =  х ,  і =  1 ,2 ,. . . ,  п, маємо тотожності:

X

1 X

p p e r Z ( х ,  ж , . . , х )  = 1 1

1 1

х

Λ і -}-2А2+· · ·+τιλη ==τι

(4 )

χ
1 χ

d d e t Z ( x , x , . . .  , χ )  =  / 1 1 ж (5 )

Σ (-Ц
Λι+2Λ2+...+πΛη=η

1 1  1 --· χ ·

 1 (Αι -|-Α2+···+Αη) (^1 ̂ 2 ~ί~ . · · ~l· Αη).  ̂ ^А і+А2+ ...+λη

Ai !A2! · . . .  · λ„! 

ж (ж - І)"-1 .

Ліві частини формул (4), (5) є відповідно параперманентом та парадетермінантом три­
кутної матриці [2]. Таким чином, коефіцієнти многочленів

pper Z i ( x , x , . . .  , х ) ,  d d e t Z i ( x ,  х , . . . ,  х ) ,  і  =  1 , 2  , . . . , п ,



утворюють трикутник Паскаля («38) без знаків та трикутник Паскаля із знаками («18) 
відповідно, причому справедлива рівність:

(λι +  А2 +  ·. - + An)! f  η — 1N
тΣ

λι+2λ2+...+ηλη=η
λ  1 -| -λ2 “К  · ·+ λ η  =772

2. Для параперманента матриці Белла [3],

/

В(х 1 ,Х2, . . . ,Х П) =  ррег

Х\
1 ' Х2_
1 хі 
І .
2 Х2

Х\
2 Х2_
1 хі Х\

1 . Х п  2  х п ~  і r t— 1 2 2  χ  і
1 жі ! /

ррег

\ П — 1 Х гг— 1 71— 2  Х п —2

j  Xi-j+iАXi—j+i
і j j  %  Xi—j J

справедлива тотожність:

Β { χ ι , . . . , χ η) =  5 3
П! . -rAl . .χ 1 · · · x n, , Ai!(l!)Al · ... ·λ„!(η !)λ" 1

Λ ι + 2 λ 2  +  . . . + η λ η = η

Якщо зробити підстановку x* =  х, і =  1 ,2 , . . . , η, то отримаємо многочлени Стірлін­
га II роду:

£?(х,х  . . .  ,х) =

Σ

X
X

1 2 З
І- 71— 1 71 — 2  71 — 3

п!

λ ι + 2 Α 2 + . . · + 7 ΐ λ η — тг 

п

X

X

λ ι  Ч -Л 2 -Ь -- -+ Л п

Σ Σ
τη ,— 1 λ ι + 2 λ 2 + . . . + η λ η = η

λΐ -|-λ2 +  ...+λη=7η

П!
λ1!(1 !)λ ι .....Λ η!(η!)ί

•χ”1,

Де

S(n, m) =  5 3
ПІ

Λ  χ + 2 Α 2 + ·  · · + τ ι λ η  = η  
λ  i  - f  Λ 2  -f - . . . + Λ η  =  τ η

A j ! ( l !)λι Л„!(гг!)А-

— числа Стірлінга другого роду (див. [4], стор. 191), та трикутник Стірліга («15).

3. Якщо у многочлені Белла зробити підстановку х* =  г\х, то він перепишеться у 
вигляді многочленів Ла [1]:

/  X X ΞΛ - 'j  ■ (г - j  +  1)'
\ЇЇ’ 2І’ ’ п !/ j - j + j '  . і

Σ пі

λχ! - . . .  - Ап!
х

λ ι  + 2 λ 2  +  · · · + η λ η — τι

з відповідним числовим трикутником Ла («23). 
Зауважимо, що із многочленів

j  Xi-j+i
і І j  “t" j  î j  Xi —

^   ̂  ̂ ·|̂ η _(λΐ+λ2 + ··· + λη) .

ІЗ  /  l < j < j < 7 l

n\ „M  ~,λ2 лу»A7i
X 1 x 2  · · · x n

X\  + 2 λ 2 + . . . + η λ η — τι

при підстановці χ, =  г!х, г =  1, 2 , . . . ,  п можна отримати трикутник чисел Ла із знаками 
(«11).

4. Розглянемо ще один параперманент трикутної матриці похилої структури:

(j -  (j -  1 ) · <У · x 1 - 3 1 <j< i< T l

X i

£ 2
χ ι

Х і

ї ї 2  · 2 2 . Х \Х2 X I
Х4

2  · 2 а 3 - Έ2.
х з Х 2 х \

Х „ о  .Х п  — 1

Х п  —
Δ

1 Х п - 2
(η -  1) · f  Xi .Xi

що співпадає із цикловим індикатором симетричної групи

п\ Аі
Сп(хі , . . . , х „ ) -  5Z _ λι!ΐλι . . . . · λ „ !η λ" ' X'

Αχ + 2 λ 2 Η - . . . + η λ η — τι

Якщо в тотожності (6) χι =  .. . =  χ„ =  χ, то вона прийме вигляд

χ;Α„

X
1 χ
1 2 χ 
1 2 3 χ

1 2 · ■· (η — 1) χ

(β)

Σ ηι
Α ι! 1 λι - . . .  ■ Λ „!η λη

χλ ι  +  . . . + λ η

Λ ι  + 2 Λ 2  . . . - \ ·η \ η = τ ι

але параперманент лівої частини рівності (2) дорівнює х(х +  1)(х +  2) 
і ми отримуємо відому ([4], стор. 181) тотожність

Сп(х , . . . , χ) =  х · (х +  1) · (х +  2) · . . .  · (χ +  п — 1).

(7 )

(χ +  п -  1),



Розкриваючи дужки у її правій частині, ми прийдемо до многочленів

С(х) ,С(х,  ж),. . . ,  Сп(х, . . . ,  х)

коефіцієнти яких утворюють трикутник чисел Стірлінга першого роду без знаків (f24). 
Для парадетермінанта матриці

V x i- j  J

виконується рівність

Враховуючи те, що виконується рівність (див. [4], стор. 191)

п!s{n,k) =  ( -1 )" -
Λι! · . . .  · Αη! · 1λι · . . .  · ηλη ’

λΐ+2λ2 +  ...+ηλη=η 
λ і + Λ2 -Ь · · · -f Λη = k

де s(n,k) -  числа Стірлінга першого роду, із рівності (8) при

Х\ =  .. . =  хп =  х

можна отримати послідовність многочленів, коефіцієнти яких утворюють трикутник 
чисел Стірлінга І роду (£10).

Зауважимо також, що многочлени Вп(хь . . . ,  хп) та Сп(х і , . . . ,  хп) пов’язані між со­
бою рівністю

Вігі,0!хі, ■ ■ . , (TL 1)!жп) Сп{Х\, . . . , Хп)·

Тому, підставивши у многочлени Βη(χχ, х2, . . . ,  хп) та Сп(х\, х2, . . . ,  хп) замість Хі вирази 
і\х та іх відповідно, отримаємо однакові многочлени, які приводять до трикутника Ла 
(£23).
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Zatorsky R.A., Malarchuk A.R Factorial degrees and triangular matrices, Carpathian Mathe­
matical Publications, 1, 2 (2009), 161-171.

Increasing and decreasing factorial degrees as well as identities of N0rlund and Vandermonde 
are generalized in the article. By means of factorial degrees with a step it is selected so called 
class of factorial numerical triangles, elements of which satisfy some recurrent relation.

Заторский P. А., Малярчук A.P Факториальние степени u треугольние матрици / /  Кар- 
патские математические публикации. — 2009. — T.1, №2. — С. 161-171.

В работе обобщаются понятия убьівающего и возрастающего факториальньїх степеней 
и тождества Нерлунда и Вандермонда. При помощи факториальньїх степеней с шагом, 
вьіделено класе, так назьіваемьіх, факториальньїх числових треугольников, злементьі 
которьіх удовлетворяют некоторому рекуррентному соотношению.
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К о п а ч  Μ.і., О б ш т а  А.Ф., Ш у в а р  Б.А.

ДВОСТОРОННЯ АПРОКСИМАЦІЯ РОЗВ’ЯЗКІВ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ

Копач М.І., Обшта А.Ф., Шувар Б.А. Двостороння апроксимація розв’язків диференціаль­
них рівнянь Ц Карпатські математичні публікації. — 2009. — Т .1 , №2 . — С. 172-179.

Досліджено двосторонні ітераційні алгоритми, які є аналогами методу Чаплигіна для 
звичайних диференціальних рівнянь. Встановлено умови, при виконанні яких вони мо­
жуть мати квадратичну збіжність навіть у випадку недиференційовності оператора.

Реалізація наближених методів розв’язання нелінійних задач та лінійних задач ви­
сокої розмірності на практиці здебільшого не обходиться без потреби ітераційного уточ­
нення шуканого наближеного розв’язку. Це викликає зацікавленість до теорії відомих та 
побудови і дослідження нових ітераційних методів, отримуваних, зокрема, поєднанням 
різних способів наближеного розв’язання операторних рівнянь. При цьому часто значно 
розширюються можливості їх ефективного застосування як у класичних (див., напр. [1]
-  [5]), так і у новітніх (див., напр. [6, 9]) дослідженнях. З цього погляду актуальною 
є потреба розширити можливості двосторонніх методів, які характеризуються такими 
властивостями, як можливістю двостороннього апостеріорного оцінювання шуканого 
розв’язку на кожному кроці ітераційного процесу, оцінювання якісного характеру по­
ведінки цього розв’язку, монотонністю ітерацій і, у багатьох випадках, їх надлінійною 
швидкістю збіжності. Цим обумовлена актуальність пропонованого дослідження, яке 
доповнює і уточнює деякі результати із [2, 8] , а також із [7] .

Будемо шукати в класі неперервно диференційовних на [ίο,ίι] функцій розв’язок 
задачі Коші

* ' ( 0  =  x ( to ) =  х о ,  (1 )

де f ( t , x )  -  дійсна неперервна функція при t є  [ίο,ίι], х Є S(x0) =  {х\\х -  х0| < 
М, χ,χο Є R }, R -  множина дійсних чисел. Припустимо виконання наступних умов.

2000 Mathematics Subject Classification: ?.
Ключові слова і фрази: недиференційовні оператори, неперервно-диференційовні функції, двосторонні 
оцінки.

У м ова Ηχ. Існують такі неперервні за сукупністю аргументів при t Є [ίο,ίι], 
х Є S(xо), неспадні щодо х функції cii(i, x), c*i(i,x), причому αχ(ί, х) є невід’ємною, що 
із співвідношень t Є [ίο,ίι], У ^  z, у, z Є S(xо), випливає нерівність

[αι(ί, у) +  ai(t, y)\(z -  у) <  /( t , z) -  f ( t , у).

Ум ова Н2. Існують неперервно диференційовні при t Є [ίο,ίι] функціїu(t),v(t) Є S, 
для яких

u(t0) =  v(t0) =  x о, u ( t )^ v ( t )  (ί Є [ίο,ίι]) (2)

u'{t) ^ f(t ,u(t)),  v'(t) ^ f(t ,v(t))  (t Є [ίο,ίι])· (2')

Розглянемо ітераційний процес

y0(i) =  u(i), zo(t) =  v(t),

y 'n + i(t) =  ai(t, yn(t))(yn+1(t) -  yn(t) +  / ( i , yn{t)),

2ή+ι(0 =  М г> Уп(<)) +  <*ι(ί, yn(t))\(zn+1(t) -  zn(t) +  / ( i ,  zn(t)), (3)

yn+i(to) =  zn+i(t0) =  xo, n =  0 ,1 , . . .  (3')

Позначимо Sq =  [u,v\ =  {x |u ^  x v, u, v, x Є 5(хо)}·

Теорема 1. Якщо справджуються умови Ні та Н2. то для послідовностей {yn}, {zn}, 
побудованих за формулами (3), мають місце нерівності

Vk(t) <  Ук+iit) <  zk+l(t) ^  zk(t) ( і є  [ίο,ίχ], fc =  0 ,1 ,. . .) ·  (4)

Доведення. Співвідношення (4) для к =  0 випливають з (2), (3). Припускаючи, що вони 
мають місце лише для к =  η — 1, матимемо

Уп+1(0 -  і4 (0  =  /(*>Уп(0) -  f ( t , y n-i(t)) +  ai(t,yn(t))(yn+1(t) -  y „ (i)) -

a i ( t , y n - i ( t ) ) { y n ( t )  Уп—і ( i ) )  ^  a i ( t , y n - i ( t ) ) ( y n ( t )  - y n _ i ( i ) ) +

yn_i(i))(yn(i) - y n-i(t)) +  ai(t,yn(t))(yn+i(t) — yn(t)) — 

ai(t,yn-i(t))(yn(t) Уп—і (i)) >  ai(t,yn(t))(yn+i(t) -  y„(i)),

Z ' n( t )  -  Z'n + 1 { t )  =  f  ( ί ,  Z „ _ ! ( ί ) )  -  f ( t , Z n ( t ) )  +  a i { t , y n - i ( t ) ) ( z n ( t )  -  Z n - i ( t ) ) ~

αι(ί, yn(t))(zn+i(t) -  zn(t)) +  ai(t,yn-i(t))(zn(t) -  2„_ι(ί)) -  c*i(i,yn(t))(zn+1(t) -  zn(t)) ^  

αι(ί, zn(t))(zn-i(t) — zn(t)) — αι(ί, yn-i(t))(zn-i(t) — zn(t)) — ai(t, y„_i(i))(zn_i(i) — zn(t))+

o-i(t,yn(t))(zn(t) -  zn+1(t)) +  ai(t,yn(t)){zn(t) -  zn+1(t)) +  c*i(i, ζ„(ί))(ζ„_ι(ί) -  zn[t)) =  

[oi(i, y«(i)) +  ai(t,yn(t))](zn(t) -  zn+i(t)) +  [αι(ί, zn(t)) -  ai(i,y„_i(i))](zn_i(i) -  zn(t))+ 

[ai(i,y„(i)) -  oti(t, y„_i(i))](zn_i(i) -  zn(i)) ^  [ai(t,yn{t)) +  ai(t,yn(t))](zn(t) -  zn+i(t)),



z'n+iit) -  Уп+1(0 =  ai(t,yn(t))(zn+i(t) -  yn+l(t)) -  ax(t, yn(t))(zn(t) -  y„(i))+

ai(t,yn(t))(zn+i(t) -  zn(t)) + f ( t , zn(t)) -  f ( t ,yn(t)) ^  a\(t, yn(t))(zn+i(t) -  yn+l( t ) ) -

ai{t,yn(t))(zn(t) -  yn(t)) -  a x(t,yn(t))(zn(t) -  zn+1(t)) +  αλ(ί, yn(t))(zn(t) -  yn(t))+

ai(t,yn(t))(zn(t) -  y„(i)) =  ai(i,yn(i))(z„+1 (i) - y ri+i(i)) + ai(t,yn(t))(zn+1(t) -  yn{t)) ^

('ai(t,yn(t)) +  αι(ί,ί/„(ί)))(ζ„+ι(ί) -  y„+i(i)) + ai(t,yn(t))(yn+1(t) -  yn(t)) =

(a!(i,y„(i)) 4- a i(i,y „(i)))(zn+i(i) -  yn+1(t)).

Отримані співвідношення разом з теоремою про диференціальні нерівності [2][с. 199] 
означають, що нерівності (4) виконуються. □

Дослідимо збіжність ітераційного процесу (3). З неперервності правої частини рів­
няння (1 ) випливає існування принаймні одного неперервно диференційовного на [ίο, іг) 
розв’язку x(t) задачі (1). З іншого боку, із співвідношень (4) робимо висновок про існува­
ння неперервних границь y(i) та z(t) компактних послідовностей {yn(t}}, {zn(t)}. Можна 
переконатися, що послідовності { yn(t)}, {zn(t)} -  рівномірно обмежені і рівностепенево 
неперервні, і тому можна посилатися на лему Арчела. Функції y(t) та z(t) є неперервно 
диференційовними і кожна з них є розв’язком задачі (1). Якщо задача (1) має єдиний 
неперервно диференційовний на [ίο, ίι] розв’язок x(t), то x(t) =  y(t) =  z(t) при t Є [ίο, ίι]· 
Отже, має місце таке твердження.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1 і задача (1) має єдиний неперерв­
но диференційовний розв’язок x(t). Тоді послідовності (yn(i)}, {zn(t)}, побудовані за 
формулами (3), збігаються рівномірно і монотонно відповідно знизу і зверху до цього 
розв’язку, тобто

У71 ( 0  ^  Уп+ 1 ( 0  ^  X (t)  ^  Zn (t )  ^  ^71+1· (5 )

Умова Я3. Існує така неперервна за сукупністю аргументів невід’ємна функція 
b\(t,y,z), що з нерівності у ^ z, у, z Є S(xо) випливає

f ( t , z ) ~  f ( t , y ) ^ ( a 1( t , y ) - b 1( t , y , z ) ) ( z - y )  (ί Є [ί0, i і]) - (6)

Теорема 3. Якщо справджуються умови Н\ — Н3, то мають місце оцінки

4 + 1  -У п +1 ^ al(t, yn)(zn+l -Уп+і) +bi( t ,y ,z ) (zn - y n), (7)

Zn+1 Уп+1 ^  і  6i(s,y„,z„)exp  α χ ( ξ ^ η ) ά ξ ^  ( z n - y n ) d s .  (8 )

Доведення. Використовуючи умову Нз та нерівності (3), знаходимо

^п+1 Уп+1 =  (^> Уп)(^п+1 Уп+1 ) «1 (^> У п )(^п  Уп)  ®1 (t ,  Уп) (Ζη Ζη+ι) - { -

f ( t , zn) -  f { t ,yn) ^ ax(t,yn)(zn + 1 -  уп+і ) -  a i(i,yn)(zn -  уп)~

®l(tj yn)(zn -Zji+l) + ®1 (і) Уп)(·2η Уп) +  b\(t, уп, Zn)(zn yn) ^

ai(t,yn)(zn+i -  уп.(-і) +  bi(t, уп, zn)(zn -  у„). 

Для обгрунтування оцінки (8) скористаємося задачею

W.п+ 1  — ai(t,yn)wn+i +  b\(t, уп, zn)wn, wn+i(to) 0. (9 )

З теоремою [2] про диференціальні нерівності та умови (9) випливає нерівність

Zn+l Уп+1 ^  ^п+1-

Тому, виписавши у явному вигляді розв’язок задачі (9), отримуємо оцінку (8). □
Оцінки (7), (8) можна уточнити, якщо конкретизувати вибір функції b\(t,y,z). Зок­

рема, поклавши, що b\(t,y,z) ^ h(t,y,z)(z — у)7, де 7  > 0, h(t,y,z) ^ ho, з нерівностей 
(7), (8) при ^

/  К (£>У п(О Ж
J  S

ехр

одержимо

Zn+1 Уп+1n_i_j ίζ «і (i, yn)(zn+i Уп+1) “b h(t, yn, zn)(zn yn) 7,

Zn+ 1  Уп+ l [  /ii(.s,y„,2:n)exp [ ί  αι(ξ,νη(ξ))άξ 
Jto U s

(z„(s) -  y„(s))l+1, ds,

rt1
Zn+ 1  -  Уп+ l ^ h0a0 /  (zn(s) -  y„(s))1+7ds,

Jt0

(10)

(11)

(12)

де t ,s Є [ίο,ίι], У e [u,v], [u,v] = {y(i)|«(i) ^ y(t) ^ υ(ί)}.
Якщо |αχ(ί,y)| ^ уі при t Є [ίο,ίι], У Є [и,г>], то із (11) одержуємо

7̂1+1 Уп+і ^ h0 [  e9l{t S)(zn(s) -  yn(s))1+1ds.
Jt0

(13)

Апостеріорні оцінки (7), (8), (Ю)-(ІЗ) можна використати для отримання апріорних 
оцінок. Зокрема, з (12) випливає, що

■̂ п+і Уп+і (^о«о)
( і+ 7 )п + 1 - і

max(w(i) — u(t))
(1+ 7)n+l

(tl — to) (14)

для 7  > 0. При 7  =  1 матимемо характерну для методу Чаплигіна оцінку

Zn+1 Уп+1 ^  (hoO-o)2n+1 —1 max(w(i) — u(t))
(1+ 7 )"

( t l  — to) .

У випадку, коли існує похідна , можна прийняти

«1 (І-,Уп) ®1 ( ί ,  Уп)
df( t ,yn)

д х

а також



Якщо при цьому dfg'x  ̂ задовольняє умову Ліпшиця щодо х,дх

df{ t ,y ) df(t ,z )
дх дх

то оцінка (14) співпадає з відомою оцінкою збіжності методу Чаплигіна.
Зауважимо, що у формулах (3) можна було б взяти αχ (t,y) =  0. Отриманий при 

цьому алгоритм має вигляд

Уп+1 =  ai(t, Уп)(Уп+1 -  Уп) +  f(t, Уп),

4 + 1  = «ΐ(ί> yn)(zn+l -  Z n ) + f ( t , Z n ),  (16)

Уо =  U, z 0 =  V,

Уп+і (to) Zn+i (to) — 2-0,

який при виборі ai(t,y) за формулою (15) перетворюється в один з різновидів методів 
чаплигінського типу На перший погляд видається слушним вважати (16) різновидом 
монотонного методу Ньютона. Однак у такому випадку основний варіант методу Нью­
тона мав би виглядати так

Уп+і =  ai(t,yn)(yn+i ~  Уп) f ( t ,y n), (17)
Ζη+1 ~ (t, zn) (Zn+1 zn) "b f  (t, Zn) (n =  0, 1, . . .).

Система (17) отримана із системи (16) заміною у другому з рівнянь функції a \ ( t , y n ) 

функцією a i ( t , z n).  Це призводить до того, що ітераційному процесові (17) невластива 
двосторонність ні за якого вибору початкового наближення yo(t), z 0 ( t ) .  Для алгоритму
(16) придатна схема дослідження, яка використана для алгоритму (3). Зауважимо, що
заміна обидвох рівнянь системи (16) рівняннями

Уп+і — ai(t, zn)(yn+i Уп) Η- f(t,Vn), (18)
zn+ 1 ®1 (t, Zn) (Zn+1 Zn) +  f(t, Zn)

призводить до того, що алгоритм (18), (3') має властивість двосторонності за дещо 
інших припущень щодо функції a \ ( t , x ) .

Теорема 4. Якщо в умові Ηχ замість неспадання αχ (t, х) щодо х вимагати її незростан- 
ня та зберегти всі інші умови теорем 1 та 2 , то для ітераційного процесу, побудованого 
за допомогою формул

Уп+1 -  “ 1 (*> zn )(yn+ 1 -  Уп) +  f ( t ,  Уп), Уо U,

zn+l «і  ( t , zn) ( z n4-i ζη) +  f ( t , z n), ζ0 — ν ,  (1 9 )

Уп+l (^θ) =  Zn+l(to) — Xq,  

можна обгрунтувати такі самі висновки, як ті, що містять теореми 1 та 2 .

Доведення лише незначними деталями відрізняється від доведення теорем 1 та 2.D
Розглянемо інший двосторонній ітераційний процес, який також можна вважати 

одним із варіантів методів чаплигінського типу. Для його побудови використаємо такі 
аналоги умов Н\ та Н2.

Умова Н4. Задані неперервні npu t Є [ίο,ίι], невід’ємні неспадні щодо х функції 
α2(ί,χ), a2(t,x), для яких із співвідношень t Є [ίο,ίι], У ^  z, у ,z Є S(x0), випливає 
нерівність

f ( t , z) -  f(t, У) < ~[a2(t, у) + α2(ί, y)](z -  у). (20)

Умова # 5. Існують неперервно диференційовні при t Є [ίο,ίι] функціїu(t), v(t), для 
яких виконується співвідношення (2 ') та

u'(t) ^  f(t,v(t)),  v'(t) ^  f(t,u(t)) (t Є [ί0, ίι])·

Побудуємо послідовності {yn(t)}, {zn(t)}, означуючи на кожному кроці ітераційного 
процесу (yn+i(t), zn+i(t)) як розв’язок системи рівнянь

Уп+1 =  - a 2(t,yn)(zn+i -  zn) +  f(t,Zn),

4+1 =  - M t , y n) +  a2(t,yn))(yn+i -  Уп) + f ( t ,y n) (21)

з початковою умовою (З').

Теорема 5. Якщо справджуються умови Я4 та Я5, то для ітераційного процесу (21), 
(З') мають місце співвідношення (4).

Доведення. Як і при доведенні теореми 1, застосовуєм метод математичної індукції. При 
k =  0 співвідношення (4) очевидні.З припущення, що вони мають місце при k =  η — 1, 
одержуємо

Уп+1 ~Уп =  - a 2(t,yn)(zn+i -  Z n ) +  f ( t ,zn) +  a2(t,yn-i) (zn -  г„_х) -  f ( t ,z n-i)  >

«2(t, yn)(zn+1 zn) +  Oj2(t, yn—i)(zn zn—i) +  a2(t, zn)(zn—1 Zn )~\~

®2(t, zn)(zn—\ zn) ^  «2(t, Уп)(zn zn-f-1) -b \a2(t, zn) a2(t, yn— 1)](zn—1 zn) ^

a2(t,yn)(zn -  zn+1),

4+1 -  zn =  - a 2(t,yn-i) (yn -  Уп-1) -  Oi2(t,yn-i) (yn -  Уп-1)+

[ct2(t,yn) 4- a2(t,yn))\(yn +1 -  yn) +  f ( t , y n- 1) -  f ( t , y n) >

- a 2(t,yn-i) (yn -  Уп-і) -  a2(t,yn-i ) (yn ~ Уп-1) +  M i ,  Уп) + Pz(t, y„)]x

(Уп+l -  Уп) +  a2(t, Уп-і)(Уп -  Уп-1) +  Oi2(t, Уп-і)(Уп -  Уп-1) =

[a2(t, Уп +  Οί2(ί, Уп)\(уп+1 -  Уп)·

Застосовуючи теорему про системи диференціальних нерівностей та умову (3'), із 
співвідношень

Уп+і ~ У п >  a2(t,yn)(zn -  zn+1),



Zn+ 1 ζ η ^  [®2(ί, Уп ~t" Ct2(i, Уп)] (Уп+1 Уп)

отримуємо, що
yn(t) < yn+i(t),zn+1(t) ^ zn(t) (ί Є [ίο,ίι])· (22)

Переконаємося, що
V n + i(t) ^  zn+i(t) (ί Є [ίο,ίι])· (23)

З (21) та умови Я4 отримуємо

Ζγι+l Уп+1 (ί, Уп) (^п+1 Уп+ l )  ~~ «2 (ί, Утг) (·2η Уп) ~Ь ®2(ίі Уп)(Уп+1 2/п)“Ь

/ (ί, 2/гг) -  f(t,Zn) ^ a2(i,y„)(zn+x -  у„+1) +  а2(і,Уп)(Уп+і -  Уп) + a2(t,yn){zn -  уп)+  

« 2(і,Уп)(гп -  Уп) ^ о2(і,у„)(г„+і -  уп+і)·

Використовуючи теорему 5 про диференціальні нерівності, приходимо до співвідношень
(23). Поєднанням нерівностей (22), (23) завершуємо доведення теореми. □

Теорема 6 . Нехай виконані умови Н  ̂ та Н^ і задача (1) має неперервно диференційов- 
ний на [ί0, ίχ] розв’язок x(t), а задача

У (і) =  Ж  z(t)), z'(t) = f(t, y(t)), y (to) =  z(t0) = x0 (24)

може мати не більше як один розв’язок (у(i), z(t)) з неперервно диференційовними на 
[ίο, ίι] компонентами y(i), z(t). Тоді для єдиного неперервно диференційовного на [ί0, ίχ] 
розв’язку x(t) задачі (1) матимемо оцінки (5).

Доведення. Монотонність та рівномірна збіжність ітераційного процесу (21), (3') на 
[ίο,ίι] до y(i), z(t) ґрунтується на схожих з використаними для доведення теореми 2 
міркуваннях для алгоритму (3), (3'). Очевидно, що пара функцій (y(t),z(t)) є розв’язком 
задачі (24). З існування розв’язку x(t) задачі (1) і структури системи диференціальних 
рівнянь в задачі (24) випливає, що (x(t),x(t)) також є розв’язком цієї задачі. Задача
(24) має єдиний розв’язок, тому y(i) =  z(t) =  x(t) (ί Є [ίο,ίι]). Звідси робимо висновок,
що співвідношення (5) справджується. □

Теорема 6, як і теорема 2, не дає засобів для оцінки швидкості збіжності ітераційного 
процесу.
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Kopach М.І., Obshta A.F., Shuvar В.A. Both-side approximation of solutions of differential 
equations., Carpathian Mathematical Publications, 1, 2 (2009), 172-179.

Both-side algorithms analogs of the Chaplygin method for ordinary differential equations. 
Conditions of algorithms squared convergence even in the case of operator nondifferentiability 
have been established.

Копач M.I., Обшта А.Ф., Шувар Б.А. Двусторонняя аппроксимация решений дифферен- 
циальних уравнений / /  Карпатские математические публикации. — 2009. — Т.1, №2. — 
С. 172-179.

Исследовано двусторонние итерационньїе алгоритми, которьіе являются аналогами 
методу Чаплигина для обьїкновенньїх дифференциальньїх уравнений. Установленьї ус- 
ловия, при вьіполнении которьіх зти методи могут иметь квадратичную сходимость даже 
в случае недиференцируемости оператора.
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СИСТЕМИ РІВНЯНЬ ТИПУ КОЛМОГОРОВА ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Малицька Г.П. Системи рівнянь типу Колмогорова другого порядку / /  Карпатські ма­
тематичні публікації. — 2009. — Т.1, №2. — С. 180-190.

Розглянуто один клас ультрапараболічних систем рівнянь другого порядку, що мають 
чотири групи змінних, за якими є виродження, і коефіцієнти залежать тільки від часової 
змінної, побудовано фундаментальну матрицю розв’язків задачі Коші, одержано оцінки 
цієї матриці та всіх її похідних.

Ця стаття є продовженням робіт [2-3], де розглянуто системи вироджених парабо­
лічних рівнянь колмогоровського типу з коефіцієнтами, залежними тільки від часової 
змінної. Зауважимо, детальний опис досліджень і розвитку теорії вироджених парабо­
лічних рівнянь типу Колмогорова з трьома групами змінних, за якими є виродження 
параболічності, зроблено в роботі С.Д. Ейдельмана, С.Д. Івасишена, А.М. Кочубея [5]. 
Ми розглянули системи рівнянь колмогоровського типу другого порядку, що мають 
чотири групи виродження параболічності з коефіцієнтами, залежними від часової змін­
ної, встановили існування і єдиність фундаментальної матриці розв’язків задачі Коші 
(ФМРЗК), дослідили властивості і оцінки похідних ФМРЗК.

1 П о з н а ч е н н я  і п о с т а н о в к а  з а д а ч і  К о ш і

4
Нехай n,rij -  фіксовані натуральні числа, rij >  raJ+1 для j  =  {1 ,2 ,3 } , Y^rij =  n0,

3=1
4

P  =  Σ ( 2 І  -  l ) n j', х  є  х  =  ( z i , - , z 4 ) ,  X j  =  ( x j i , . . . , x j n  )  Є  R n> , s  Є  R " ° ,  ( x , s )  =
з=і

4 Tij

XjrnSjrri J Xj (Xj  1 ) ■. ■) Xjllj+ \ ) ) Xj  (xj l  ) · · ■ ) Xjnj + 2  ) > Xj  ~  i.Xj l  1  ·> Xjri4 ) 1 Xj  ~
j  — 1 m= 1

{Xjn.4+1 j ···) Xjn3),  Xj  (Xjn-j+l  i · · · > Xjri2 ) i x j  =  (Xjny+i-t-l? ■··> Xjrij)·! X —  (2-і) ^ 2 ’ 

ρ(ί ,χ ;τ ,ξ )  =  |xi -  ξι|2/4(ί -  r) + 3\x2 + (xi + | x)(i -  r ) /2  -  ξ2|2(£ -  τ)~3 + 180|x3 +  (ί -

2000 Mathematics Subject Classification: 42A38, 46H30.
Ключові слова і фрази: фундаментальна матриця розв’язків, задача Коші, система рівнянь типу Кол­
могорова.

т){х2 +  & )/2 +  (хі -  ξι)(і -  т)2/12 -  ξ3|2(ί -  т) 5 +  63000|х4 +  (х3 +  b ) ( t  ~ т) / 2 +  (х2 -  
ξ2)(ί -  r )2/ 10 +  ( f !  +  Ш  -  r )3/ 120 -  ξ4|2(ί -  r ) ” 7), ξ Є R"°,

4

d{t,x;r,y)  =  -  yj\2(t -  r )_(2j_1).
3=1

Розглянемо систему рівнянь вигляду
З n j  +  l 71 П\

dtur(t,x) -  Σ Σ  •Ejmdxj+imU'rij'iX') —
j  =  1 771=1 1=Z 1 k, 771=1

aT0l(t,x)\ut(t ,x ),r  =  { l , . . . ,n } ,  (t,x) Є П(0,г], (1)

де П(о,г] =  { ( t ,x ) , t  Є (0,Τ’], Τ’ > 0, χ Є R"0}. Припускатимемо, що коефіцієнти <*,(«, і ) ,  
α^(ί, х),аQl(t,x) цієї системи -  комплекснозначні функції, такі що

71 Тії

dtwr(t,x) =  Y^ Σ  iaklrn(^x )dllmxlk + f lm (M R lra + a r0l(t,x)]wr(t ,x ),r =  { l , . . . ,n } , (2)
1-ї k,m= 1

тобто система (2) є рівномірно параболічною за Петровським у замиканні П[о,т] множи­
ни П(о,т]> в якій (х2 1Х3 >Х4) вважаються параметрами.

Будемо розглядати такі системи, що

аЬп(*>я) =  alkrm(t,x), a£(t,x) =  a„( t ,x ),  ar0l{t, x) =  al0r(t, x). (3)

Для зручності запишемо систему (1) у матричній формі

з
dtu(t,x ) -  J ^ x j0 xj+1u(t,x) =  Σ  a/c(t,x)dXlu(t,x). 

j=1 |Jfc|<2

Знайдемо розв’язок системи (1 ), який задовольняє початкову умову

u(t, x)\t=T =  щ(ї, x), х  Є Rno, 0 < т < t <  Т, (4)

де т-задане число, u0(t,x) := соІ(щ(х), ...,щ(х)) -  задана матриця-стовпчик.

Означення 1 . Під ФМРЗК (1), (4) будемо розуміти квадратну матрицю G(t, ж; т, у), 
{ж, у }  C Rn°, 0 < т < t < Т, порядку η таку, що для будь-якої гладкої фінітної функції 
Uo(t, х) та довільного т Є [0, Т] формулою u(t, x) =  f  G(t,x-,r,y)iio(y)dy, (t,x) Є П(т,Т],

Rno
визначається розв’язок системи (1), який задовольняє початкову умову (4).

2 Р о з в ’ я з а н н я  з а д а ч і  К о ш і  д л я  с и с т е м и  із  к о е ф і ц і є н т а м и  з а л е ж н и м и

ТІЛЬКИ Від  t:

Розглянемо задачу Коші для системи (1 ), в якої коефіцієнти 
неперервні функції на [0, Т].

З n j + l  n  Til

dtuT(t,x) -  Σ Σ  Σ Σ i mXlk
j—1 m=1 Z=1 k,m= 1

0 < T < t < T ,  x e R 710, r =  {Ι ,.,. ,η } . (5)



ur(t,x)\T =  и0г(х) ,х  Є К"°, r =  {1 ,..., η}, (6)

де щг(х) -  досить гладкі фінітні функції. Припускатимемо, що Λ корені λι,...,Αη
Пі

рівняння det(A(is\)2 — XI) =  0, де А =  ( Σ  а*т (0)гг=і> ^ ~ одинична матриця порядку
£,771=1

п, і -  уявна одиниця, задовольняють умову:
ReXr(si) < — <501 s 112, si Є R "1, r =  {Ι , .,. ,η }  з деякою сталою <50 > 0, незалежною від 
ί, 0 < т < t < Т.

Зведемо задачу Коші (5), (6) до задачі Коші для систем диференціальних рівнянь
із частинними похідними першого порядку. Для цього компоненти щ,... ,ип розв’язку
задачі Коші (5), (6) будемо шукати у вигляді оберненого перетворення Фур’є по s від 
невідомих функцій V \ , . . . ,V n , тобто

ur(t,x) F~1[vr(t, s)](i, x) := (27г)~п° f  exp{i(x, s)}vr(t, s)ds, 0 < т < t < T, x Є
Rno

M"°, r =  {Ι ,.,.,η }. Враховуючи рівності

dtF~l [vr} =  F - l [dtvr\,xjmdXj+lmF - l [vr) =  F~l [ - s j+xtmdaj<mvr\,

dxlkzimF ~l ll,r\ =  ^ -1[(*Slm)(wifcK] =  F-'l-SimSikVr],

одержимо для V\,.... vn таку задачу Коші

З n j  +  \ 71 ТІЇ

dtvT(t,s) + Σ Σ  Σ Σ
j=l m=1 1=1 k,m=l

arJn(t)sim +  iarQ (t)]vr(t, s),0 <  r  < t < T, s Є M"°, r =  {Ι ,.,.,η }. (7)

Wo(M)|t=T =  Vor(s), s e K "° , r =  {Ι ,.,. ,η } , (8)

Оскільки функції uor(x) досить гладкі і фінітні, то їх перетворення Фур’є є аналі­
тичними функціями, для яких справджуються нерівності:

bor(s)| < С(1 + |s|)m, s Є М"°, ш > п 0 + 1, де

for(s) := F[uo(x)] =  / ex p {-i(x ,s )}ii0r(a-)c?x. (9)
J R"0

У задачі (7), (8) s -  параметр. Система (7) є системою диференціальних рівнянь із 
частинними похідними першого порядку, які мають однакові головні частини. Згідно 
[3,с. 146-148], така система еквівалентна однорідному лінійному диференціальному рів­
нянню

З nj+l  71 Тії

d,w +  Σ Σ  Sj+l,m.dsjrnw Σ Σ
j = 1 m = 1 r,l= 1 k,m= 1

з частинними похідними першого порядку для фукнкції w від η +  1 + по —«і незалежних 
змінних i, sn, ■··, si„2, S21, ..., S2n3, «зі, ···, S3n4 , vi, ...,vn, яке в свою чергу, як відомо, екві­
валентне системі звичайних диференціальних рівнянь

^ _ dsїї _ _ dsіп2 _ ds2\ _ ds2n3 ds$i ds n̂4

^21 $ 2 гі2 ^ 31  ^Зтіз *^41 ^4714

dv 1
71 « l  * "

Σ  Σ  [-ajhnWeimSifc +  iaiKOsim +  ao'^)]^Z=1 k,m=l

___________________ dVn___________________
71 711

Σ  Σ  +  ia%{t)slm +  atf(t)]vi
1=1  /c, 771=1

71 4
Ця система містить Σ  nj +  η +  1 рівнянь. Шукаємо nj +  η +  1 незалежних інте-

j=2 j=2
гралів. З рівнянь dt =  j  =  { 1, .. . ,724} знаходимо

s 3j =  is4j +  c'y, j  =  {1 ,  . . . ,n 4} ,  (10)

із dt =  ^p2-, j  =  { 1,..., 77.4}, враховуючи (10), маємо

S2j =  t2s4j/2 +  tc\j +  c'2j, (11)

а із dt =  ds\j/ s2j , j  =  { 1,..., 774} i (11), одержимо

Sy =  i 3 S 4 j / 6  +  t2c'ij/ 2 +  iC2j +  Cgj. (12)

При j  =  { 77.4 +  1, ...,77,3} із dt =  ds2j /ssj  маємо

S2j =  i s 3j  +  Су, (13)

тому із dt =  dsij/s2j при j  =  {щ  +  1, ..., n3} -

S\j =  i2S3j /2  +  tc"j +  c ĵ. (14)

Розглядаючи j  =  {n3 +  1,..., ri2}, із dt =  ds\}/S2j одержимо

sy =  is2j/2  +  c'" . (15)

Враховуючи (10)—(15), запишемо

Si =  (sn, ..., Sijjj) =  (t S4j /6  +  t Сц/2 +  tc21 + C31, ..., t S4n4/6  + t СіП4/2  + ІС2П4 +
C3714’ i  s 3n4+ l / 2  +  £c lr i4 + 1  +  C2„ 4 + 1 , . . . ,  t  S3n3/ 2  +  t c ln3 +  C2n3, t S 2n3+ l  +

І̂пз+17 ■"·! ί̂ 2η2 "I” 1̂«2 ’ j ··■) ^lni) · 1̂ (̂ i $4, C , S3, C , S2, C , S )̂, (16)

s 2 — ( «2 1 , ···> s 2n2)  — (£2 s 4 l / 2  +  с'и  +  C 2!, . . . ,  i 2 S 4 „ 4/ 2  +  i c 'ljl4 +  C ^ ,  ί $ 3„ 4+ ι / 2 +

Cln 4-(-l5 ···>  ̂ 5 3пз +  С1тг3 ї s 2 n 3 + lj ···> s 2n2)  : =  ^ 2(^1 s 4 i c j ,  C2 ; S3 ,  Cj J S 2 ), ( 1 7 )



S3 =  {ts4i +c'n , .. .,ts4n4 +  c\,S3n4+i,...,S3n3) :=  P3(i, s4, c\; S3), s4 Є K "4. (18)

Підставимо (16)-(18) в систему рівнянь

dv =  УЗ  ak(t)(isi)kvdt, (19)
|fc|<2

одержимо систему рівнянь (19) на характеристиках (10)—(15)
dv(t, Pi(t, s4,c'; s3, c"; s£, c'"; sj), P2(i, s4, ci, c2; sj, c'/; s*2),P:i(t, s4,c'1; s*3), s4) =

УЗ afc(i)№ (i,-s4,c';s3,c//;s2,c//';s i )) fcwcii (20)
|fc|<2

з початковою умовою

^(i> P l  (i) ^4) C , S3 , C , S2 , C , S j ) ,  P2(f, S4 ,C 1 ,C 2 , S 3 ,C 1 , S 2) ,  Ρ}(ί, s4, Cj, S3 ) ,  S4 ) |t=r —

υ0(Ρι(τ, S4,c ;  S3, c"; s2, c'"; sj), P2(r, s4, c[,c2; S3, c"; s2), P3(r, s4, c'x; S3), s4). (21)

Задача (20),(21) має єдиний розв’язок для 0 < т < t < Т < +оо. Врахувавши умо­
ви (3), маємо, що матриця Σ  ak(t)(iPi(t,s4lc']sl,c”]s2 ,c'"]sl))k комутує з матрицею

|fc|<2
t

Σ  І  ак(Р){іРі(Р, s4, c'; S3, c"; s2, c"'; s\))kdp, тому розв’язок задачі Коші (20),(21) має ви-
|fc|<2 т
гляд

ν(ί, Рі (ί, S4, С , S3, C , S2, C , Sj), P2(t, S4,C1,C2,S3,C1,S2), Рз(і, s4, Cj, s3) ,s 4) |f=T 
t

θχρ{ Σ  /  α^(β)(ίΡΛβ, s 4, C ; S3, c " ;  s^c '"; Si))fcd/?}v0(Pi(r, s4, c'; S3, c " ;  s2,

c "';s i),P 2(r ,s4,ci,c2;s 3,ci/;s ;) ,P 3(r,s4,c i ;s ;) ,s 4), 0 < t  < t < T .  (22)

Знайдемо с',с",сш із (10)-(15):

clj ^417 *̂2̂’ ^3j “b  ̂ *̂ 4̂ /2,

c3j =  sij -  +  i2«3j /2  -  tss4j / 6 , j  =  {1, ...,n4}, (23)

cij =  S2j — is3j , c2j =  sjj — is2j +  t2s3j / 2, j  =  {n4 +  1, ...,n3}, (24)

cij =  «Ij -  is2j, j  =  {пз +  1, ..·,η2}. (25)

Підставивши (23)-(25) в Pi(r, s4, c'; s3, c"; s2, c'"; si), маємо
r3s4j/ 6 +  СцГ2 +  c2jr  +  c3j =  sy -  (i -  r)s2j +  (i -  r )2s3j/ 2 -  (i -  r )3s4j/6  := α'υ (ί -  

Slj , S2j , s3j , s4j), j  {1,..., n4},
T2s3j/ 2 +  СцТ +  C2j =  Sij -  (i -  t ) s 2j +  (i -  r)2s3j/2  :=  -  r, sy , s2j, s3j), j  =

{n4 +  1, ...,n 3};

t s 2j -І- c"'· =  s  i j  — {t — r)s2j := α"'·(ί — r,s i j ,s2j) , j  =  {n3 +  l ,...,n 2}, або скорочено 
запишемо

α ι ( ί  -  r ,  s )  =  ( a i ( i  -  r , s ' ) , a " ( i  -  T , s " ) , a " ( i  -  r , s " ) , s i ) .  ( 2 6 )

Враховуючи ( 2 5 ) ,  ( 2 6 ) ,  одержимо

u ( i , s )  =  e x p {  i  53 ak ( P ) ( i a i ( t  -  / ? , s ) ) fc(//?}t>0 ( s i  -  ( i  -  r ) s 2 +  ( i  -  t ) 2s 3/ 2 —

|fc|<2

( i  -  r ) 3 s 4 / 6, s "  -  ( i  -  r ) s 2 + (i  -  r ) 2 s 3/ 2, s " '  -  ( i  -  r ) s 2 , s i ,  s 2 + (t -  r ) s 3 +

(:t -  t ) 2 s 4 / 2 ,  s 2 +  ( i  -  r ) s 3 , s£ ,  S3 -  ( i  -  t ) s 4 , S3 , s 4 ) .  (2 7 )

За побудовою формулою ( 2 7 )  виражається розв’язок задачі Коші для системи (7 )  з
початковою умовою (8) і тому u(t,x) -  розв’язок задачі ( 5 ) ,  ( 6 ) має вигляд

(2π) п° [  ехр{г(х, s )  + /  5 3  a k { P ) { i a x(t -  β , s ) ) fcd /? } u 0 ( s i  -  (ί -  t ) s 2 +

|fc|<2

(ί -  r)2s3/2 -  (i -  r)3s4/ 6, s" -  (i -  r)s2 +  (i -  t )2s3/ 2, s"' -  (i -  r)s2, 

si, s2 - ( t -  r)s3 +  (i -  t ) 2s4/ 2, s2 -  (i -  t)s3, s;, s3 -  (t -  t )s4, S3, s4)ds. (28)

У  інтегралі (28), зробивши заміну змінних,

5ί -  -  T) s 2 +  ( t ~  t ) 2s'3/2 -  { t -  t ) 3s4/ 6 =  y[, s'[ -  (t  -  r)s'± +  ( t -  t ) 2s3/2 =  y'{,
s'" -  (t  -  r)s2 =  y ' " ,  si =  yi, s2 — (t  r)s^ +  ( i  -  t ) 2s 4 / 2  =  s" -  ( i  -  r)s3 =  y 2 ,

s*2 =  yh s 3 -  (t -  t )s4 =  Уз, s*3 =  y*3 , s4 =  y4, матимемо

«(i, ж) =  (2π)_ηο /  ехр{г(жь уі) + г (х 2 +  xj(i -  т ),у2) +  г(ж3 +  χ2(ί -  т )+
JRno

(t -  r )2f i / 2,y3) +  г(ж4 +  χ3(ί -  r) +  f 2(i -  τ)2/ 2 +  χ'χ(ί -  r)3/ 6,y4)+

ί  5 Ζ  ак(Р)(ійі(Р -  T,y))kdp}v0(y)dy, (29)
|fc|<2

де &ι(β -  τ, у) :=  (уі +  { β -  т)у2 +  Уз(/3 -  т )2/2  +  у4(/3 -  т)3/ 6, у" +  (/3 -  т)у'± +  у3(/3 -  
т)2/ 2;уі" +  ( /? - т ) у 2,уІ).

Матриця Q(t,r,y) :=  exp {f* Σ  α^β){ίΰ\{β ~  τ ^ ^ ά β }  -  нормальна матриця сис-
|fc|<2

теми §  =  Σ  ak(t)(i&i(t -r ,y))kv, Q(t,T,y)\t=T =  I.
\k\<2

У  інтегралі (29) зробимо заміну змінних yj(t — r ) ^ -1^2 =  aj, j  =  { 1 ,..., 4},



β  — т =  6 (t — r), тоді

u(t, x ) =  (27xYn°(t -  τ )~ ρ/2 f  ехр{г(жі(£ — τ)~1/ 2,σ i) +  i(x2 4- x\(t -  r))(t — τ)~3/2,
J Rn o

or2) +  І((хз +  x2(t -  r) +  f i ( i  -  t )2/ 2 ){t -  τ)~5/ 2,σ 3) +  г((ж4 +  χ3(ί -  r) +  f 2(i -  r)2/ 2+

ж'і(і “  r )3/ 6)(i -  'τ)” 7/ 2,σ4) +  f  Σ  ak№(t -  r) +  r)ikak(0 (t -  τ ),σ ι(ί -  τ)~1/2,
|fc|<2

σ2(ί -  r)~3/ 2,a3(t -  τ )“ 5/2, σ4(ί -  τ γ , /2)άθ(ί -  τ)}ν0 (σ1(ί -  τ)~1/2,σ 2(ί -  τ)^3/2,

σ3(ί — τ)~5/,2,σ 4(ί — τ)~7/ 2)άσ, 0 <  τ  <  t <  Τ, χ Є Μ"°. (30)

Далі буде доведена оцінка матриці
<2 і :=  ехр{]£|іь|<2 /(,1а***й*(0(* ~  τ )>σι(* “  τ)~ι,2 ,σ 2(ί -  τ)~3/ 2 ,σ 3(ί -  τ )“ 5/2, σ4(ί -  

τ)~7/ 2)άθ(ί — r )}, а саме

|Qi| ^  C exp{-Co[|ai +  σ'2/2  +  erg/6  +  <т4/24|2 +  \σ'[ +  / 2 +  стз/6|2 +  +  cr2/2|2+

|σ3Τ  +  \σ'2 +  σ'3/2  +  3σ4/2 0 |2 +  |σ2 +  &-л/2\2 +  \а2 \2 +  \σ3 +  σ4/2 |2 +  |стз |2 +  |σ4|2]}, (31)

де С , с0 -  додатні сталі, Co <  5ο, σ Є Rn°, 0 <  τ  <  t <  Τ.
ОСКІЛЬКИ Q{t,T,y)\yj=aj(t_T)- W-i )/2 =  Qi, j  =  { 1 , 4 } ,  то 

IQ{t, т,у)\ <  C  exp{-co[(|yi +  y2(t -  т)/ 2  +  y'3(t — τ )2/ 6 +  y4(t -  τ )3/ 24|2 + 1y'[ +  y'{(t -  r )/2  +  
У з ( і - ' г ) 2/б|2+ | у і ,/+ у 2( £ - т ) / 2 | 2+ | ^ | 2) ( і - г ) + ( | у 2+ У з ( і - т ) / 2 + З у 4/ 2 0 І2+ | у 2 + У з ( і - т ) / 2 | 2+  

ІУ2 І2) ( Ї - ' Г ) 3 +  ІУз +  У 4 ( і - ' г ) / 2 | 2 +  |у|(2) ( Ї - т ) 5 +  |у4|2( і - т ) 7] } ,  0 <  τ < t < T ,  у Є Rn°.
Скориставшись виразом (9), оцінкою (31) і змінивши порядок інтегрування у форму­

лі (ЗО), одержимо

u(t,x) =  f  G(t, χ-, τ, ξ)ηο(ζ)άζ, 0 <  r  <  t <  Τ, {ξ , x}  C Rno, (32)
J Rn о

G (t ,x ;r , 0  =  (2π)_ "° [  ехр{г((жі -  ξι)(ί -  τ)~1/ 2 , σ ι) +  i{x2 +  x\(t -  τ) -  ξ2)χ
J Rn 0

(ί -  τ )“ 3/2, σ2) +  г((х3 -  Сз +  x2(t -  τ) +  З Д  -  r)2/ 2)(ί -  τ )-5/2, σ3) +  г((ж4 -  ξ4+

x3(t -  τ) +  x2(t -  τ ) 2/2 +  x[(t -  r)3/ 6 )(t -  τ)~7/ 2,σ 4) +  Σ  ί ak(0 (t -  τ) +  τ)χ
|fc|<2

ikak(0(t — τ ) ,σ  ι(ί — τ)~χ/ 2,<τ2(ί — τ )_3//2,σ 3(ί — τ )_5̂ 2,σ 4(ί — τ)~7 2̂)άθ(ί — τ)}άσ.  (33)

З Д оведення оцінки (31) у  ви п адк у  ст а л и х  коефіцієнтів 

Дослідимо вираз

[  akikak(0 (t -  τ),σχ(ί -  τ)~1/ 2,σ 2(ί -  τ)~3/ 2,σ 3(ί -  τ)~5/2,
Jo

σ4(ί — τ)~7/2)άθ(ί — τ)}, |Α;| <  2, (34)

Для аналізу випишемо усі можливі інтеграли з (34).
Зокрема:

° )  /  (σ і,/ +  0 Ρ ι σ 2ί· +  9 2p 2a 3 j / 2  +  θ 3ρ 3σ ^ / 6 ) ά θ  =  συ  +  P \ o 2j / 2  +  p 2o 3j / 6  +  ρ 3σ ^ / 24, (35) 
Jo

де, якщо 1) {рі,р2,р3) =  (1,1,1), то j  =  {1 ,...,п4}; 2) (рі,р2,рз) =  (1,1,0), то j  =
{щ  +  1,..., гг3}; 3) (рі,р2,р3) =  (1,0,0), то j  =  {п3 +  1,..., п2}; 4) (рі,р2,р3) =  (0,0,0),
ТО j  =  { п 2 +  1, · · . ,  П·!} .

/Vo
(συ +  a2jP\6 +  a3jp26 2/2 +  σ^ρ3θ3/ 6 )(aim +  o2mq\d +  a3rnq20 2 /  2 +  a4mq303/ 6 )d9 —

(σι j +p\a2j/2 +  p2u3j / 6 +  P3<T4j/24)(aim +  q\a2m/2 +  q2a3m/6 +  q3oirri/2A) +  (<72mr/i + 
σ3τη<?2/2  +  3g3CT4m/ 20)(a2jpi +  o3jp2/2 +  За4̂ рз/20)/12+

(<73m»?2 +  ^imq3/ 2 ){p2a3j +  ρ3σΑ]/ 2 ) р3д3аАто^
720 252000 ’ 1 ’

де, якщо
1) (РьРг.Рз) =  (9і ,92,9з) =  (1 ,1,1), T o m ,j =  {1 ,...,п 4};
2) (Рі,Р2,Рз) =  (1,1,1), (9ьФг,9з) =  (1,1,0), то m =  {п4 +  1, ...,n3}, j  =  {1 ,...,п 4};
3) (рі,рг,рз) =  (1, 1, 1), (9ь 92, 9з) =  (1, 0, 0), то m =  {п3 +  1,..., тг2}, j  =  { 1, . . . ,гг4};
4) (рі,р2 ,рз) =  (1,1,1), (<7і ,? 2,<?з) =  (0 , 0, 0), то т =  {п2 +  1, j  =  { 1,..., гг4};
5) (рі,рг,рз) =  (1,1,0), (9і,д г ,9з) =  (1,1,0), то m ,j  =  {тг4 +  1,. .. ,п 3};
6) (рі,рг,рз) =  (1, 0, 0), (q\,q2 ,q3) =  (1, 1, 0), то т =  {щ  +  1, ...,n3}, j  =  {п3 +  1,... ,п 2};
7) (рі,рг,рз) =  (ді,д2, 9з) =  (1 ,1,0), то m, j  =  {n3 +  1, , гг2};
8) (рі,рг,рз) =  (0, 0, 0), {qi,q2 ,q3) =  (1, 0, 0), то j  =  {n2 +  1,...,Л і}, m =  {n3 +  1 ,... ,n 2};
9)(Рі,Р2,Рз) =  (9і,92,9з) =  (0 ,0,0), то m ,j  =  {n2 +  1 ,... ,щ } .

Проаналізувавши вирази (35)-(36), прийдемо до висновку, що, підставивши в
ak(isi)k замість si вектори μ,ν ,ω, ζ  з відповідними компонентами:

|fc|<2
μ : crij+a2j /2 + a 3j/6 + a 4j/24, j  =  { 1, ..., ra4}, σι7·+ σ 27· /2+ σ 3̂ /6, j  =  {n4-f 1, П3}, σ^ +  

^ / 2, j  =  {η3 +  1, ...,n2} ,a ^ , j  =  {η2 +  1,...,η ι} ;
17 : ІТ5( ^ +огз і/2+Зст4і/ 20) , і  =  { l , . . . ,nA} , ^ ( a 2j + a 3j / 2 ) , j  =  {n4 +  l, ...,n3} ,a2j, j  =  

{п3 +  1, ..., п2}, иП2+1 -  0 , ..., ит =  0 ;

ω : Ш з а^ / 2 ' І  =  { l , . . . , n 4} ,w „ s+i =  0 , . . . ,ω ηι =  0 ;

z ■ ^57?(σ3j +  ai j / 2 , j  =  {1, ...,n4}, j ^ v 3j , j  =  {^4 +  1, ...,n3},CT2j, j  =  {n3 +  l , . . . ,n 4}, 
zri4+i =  0 , ..., zni =  0, і додавши результати, одержимо:

afcifc(/ifc +  z/fc +  -I- zfc) =  ^  ί  a(6 (t -  τ ),σ ι(ί -  r )_1/2,
|fc|<2 |fc|<2

(?2{t -  τ)~3/2, a3(t -  τ)~5/2,σ 4(ί -  r)~7,2)d9(t -  r).

Оскільки, використавши параболічність, маємо ДеА(/і) <  —<50|/̂ |2, то

і?еА(/х) <  —<50(|ctj|2 +  |ст"'/2|2 +  |σ" +  +  σ3/ 6|2 +  |σ̂  + σ '2 +  σ'ζ +  σ4/24|2).



Аналогічно Re\(v) <  —<$о(|a'2j +  σ ^ /2 +  3<74/20|2 + \σ2 +  σ3/2|2 +  |сг2" / 2|2) / 12 ;

Reλ(ω) < - i 0( K  + сг4/2|2 +  |сг"|2)/720; ReX(z) <  - ό ο|<74|2/252000. 

Враховуючи оцінки Re А, одержимо оцінку матриці Q(t — τ,σ)

I exp afc*fc(A*fc +  + zfc)| <  C exp{-(5i[|ai|2 + |σ"'/2|2 + |σ" + σ2 +
\k\ < 2

σ3/ 6|2 + |crj + <τ2 +  σ3 + сг4/24|2 +  /2 +  ЗСГ4/ 2012 +  \σ2 + <τ3/2|2+

|σ"72|2/12 +  |σ' +  σ4/2|2 +  |σ"|2/720 +  |σ4|2/252000]}. (37)

3 (37) маємо (31), де с0 =  ^/25200, 0 < < <50> C > 0.

4 В с т а н о в л е н н я  о ц ін к и  (31) у  в и п а д к у  к о е ф іц іє н т ів , з а л е ж н и х  т іл ь к и  

в ід  t

Для встановлення оцінки (31) використаємо підхід, застосований в [1], [4, c. 47-48). 
Тому розглянемо систему

^ ^ d t ' =  Σ  ak(t0) ( i a { t - T,y))kQ(t,T,y) +  {Y ^ [a k{t) -  ak(t0)}{ia(t -  т,у))к+  
\к\=2 |ifc|=2

^ 2  ak(t)(ia(t -  T,y))k}Q(t,T,y),  0 < τ < t < Τ, у Є Rn°.
|fc|<2

Q(t,T,y)\t=T =  І, ТОДІ
Q(t,T,y) =  exp{ Σ  ak(to) f* (ia(y — T, y))kdj}}Q(to, t ,  y) -l· f* exp{ Σ  ak(t0) / ϊ ( ίά (β -  

\k\ = 2  |fc|=2

τ^ )Υ ά β  +  \ Σ  (α*(/3 )-α*(ί0)) +  Σ  К (/?)](ш (/3 -  r, y))kQ ^ ,  r, y)d(3.
|fc|=2 |fc|<2 

Виберемо довільне ε > 0 і знайдемо таке δ(ε), щоб для всіх ί, ίο таких, що 11 — ί0| <
δ(ε), виконувалася нерівність \ak(t) — α*;(ίο)| < ε. Крім того, | Σ  ~ т-,у))кII <

|fc|<2

ε\ά(β -  τ, у)|2 при \ά(β -  r, y)| > R > 0, тому
|Q(i,r,y)| < I exp{ Σ  ak(t0) Jt (ак№ -  r , y № } Q ( t 0,T,y) +

1*1=2
/ / J exp { -  Σ  a*(<o) /^ a fc(7 -  τ^)άη}\2ε\ά(β -  τ, y)|2|Q(/?, τ, y)|d/3.

|fc|=2
Використавши лему Гронуолла, одержимо нерівність

|Q(i,r,y)| < c1|Q(i0,T,y)||exp{- x ; Ofc(i0) Ґ  a fc(/3—r,y)d/3}| χ β χ ρ { 2 ε |ά(/3—r,y)|2d/3}.
1*1=2

Розкривши інтеграли |ά(/3 — r, y) |2d/?, використавши параболічність, підібравши 
ε, після чого записавши показник знову через інтеграл, одержимо

ί
\Q(t,T,y)\ <  ci|Q(f0,T,y)|exp{-<52y  |ά(/3 -  r,y)|2c//3}, 0 <  δ2 <  δ0. (38)

to

Ввівши розбиття to =  τ, ...τ +  £(ε), ...r +  τη\δ(ε), mi =  [j] +  2, Сі > 1, послідовно 
оцінюючи Q(t,r,y)  через (38), одержимо оцінку:

\Q(t,T,y)\ < c™1 ех р { -6 2 J  \ά(β -  τ^)\2άβ}. (39)

З (39), використавши (36), одержимо (31).
Як і у випадку [1], можна довести оцінку для Q(t, т, у +  гу).

|<2(г,т,у +  гу)| < C e x p { J  { - δ 3\ ά (β - τ ^ )\ 2 + οχ\ά(β-τ ,^)\2)άβ}, (40)

де 0 < δ3 < <52, сі > 0,С > 0, сі, С залежать від Τ’, η, <50, sup|A(t)|, {у ,у } C Rn°.

5 Аналітичний оп и с ФМРЗК 

Щоб дослідити G(t,x',T, ξ), зробимо таку заміну змінних в (33):
<У\j +  0"2j/2 +  &3j / 6  +  <74j / 2 4  =  s i j ,  j  =  {1 ,  .. .,7i4} ;  +  CT2j/2 +  a 3j / 6  =  Sij, j  =

{n4 +  1,..., n3}; + a 2j/2 =  sy , j  =  {n3 +  l,...,n 2}; σ ·̂ =  βυ> j  =  {n2 +
l,...,ni}; o2j +  a3j/2 + 3a4j/(20) =  s2j·, j  — {I,...,n4}; o2j +  a3j/2) =  s2j, j  =  
{ щ  +  l , . . . , n 3} ;  a2j =  s2j , j  =  { 77.3 +  l , . . . , n 2} ;  a 3j + σ ^ / 2  =  s3j , j  =  { 1 , . . . , П 4 } ;

°3 j  =  S3j, j  =  {Щ  +  l , . . . , n 3} ;  a 4j/ 2  =  s4j, j  =  { 1 , . . . , n 4}.

У випадку сталих кофіцієнтів маємо

<3(ί,ζ;τ,ξ) =  (2ττ)~ηο ί  ехр{г((х і- ξ ι ) ( ί - τ ) _1/2,5ι) +  ϊ(χ2 +  (χι +  ξι)χ
JRno

(:t -  τ)/2 -  ξ2)(ί -  t)~3/2, s2) +  i((x3 +  { t -  τ ) (χ2 + ξ2)/2 +  ( f i  -  f i )x
(t -  t)2/12 -  ξ3){t -  r ) “ 5/2, S3) +  i((x4 +  (x3 + ξ3)(ί -  r ) /2  +  (x2 -  |2)x

(ί -  r )2/10 + (xi +  ξί)(ί -  τ )3/ 120 -  ξ4)(ί -  r ) - 7/2, s4)+

J ]  akik(sk +  β^12ϊ +  s3720  ̂ + s£252000^)}ds(i -  r ) - ?. (41)
|fc|<2

Аналізуючи (41), аналогічно як у випадку рівняння типу Колмогорова з сталими 
коефіцієнтами, інерція якого залежить від 4-ох груп змінних [2], одержимо аналітичний 
опис ФМРЗК. У загальному випадку, використовуючи (39), (40), (31), (35), (36), одер­
жимо твердження:

Теорема 1. ФМРЗК системи (5) має вигляд
G(t,x]T, ξ) =  (t -  τ )_5Ω(ί,τ; ((χι -  ξι){ί -  τ ) -1/2, (χ2 -  ξ2 +  (χι + ξι)(ί -  τ)/2 )(ί -  

τ)_3/2, (χ3 -  6  +  (ί -  τ) (χ2 +  6 ) /2  +  (χι -  ξι)(ί -  τ)2/  12)(ί -  r )“ 5/2, (χ4 -  ξ4 +  (χ3 +  ξ3)(ί -  
τ)/2 +  (χ2 -  ξ2){ί -  τ )2/10 +  (χί + ξ[)(ί -  τ )3/ 120 -  &)(* -  ^)_7/2), Де Ω(ί, г, 2Ь 22, ζ3,ζ4) 
при фіксованих ί ,τ  є цілою функцією аргументів zL] ...z4 порядку зростання 2  при ком­
плексних значеннях цих аргументів і такого ж самого порядку спадання при їх дійсних
значеннях.



Для похідних справджуються оцінки;
Іd™d[G(t, х +  іу\ τ , ξ ) \< Cmi(t -  т) ~ м ™1 ex p {-c0p(i, χ; τ, ξ) +  Fid(t, y; τ, 0)};

\(dt -  Σ  XjdXj+i)G(t, x +  iy; τ , ξ ) \< C(t -  τ )~ι~p/2 exp{ - c 0p(t, x; τ, ξ ) +  Fid(t, y; r, 0)};
7 = 1

Mmi =  Σ ( 2ο -  ι )(ηί +  \щ\ + 1 '̂D/2;
J=1

IdtG(t, x+iy , τ , ξ ) I <  C i( t -T )~ p/2 exp{ Cop(t, x; τ ,£)+Fid(f, y; τ, 0 ) } ( ( ί -τ )_1 +  Σ (1^1 +
j = l

I&IX* -  τ )_<2>+1>/2), {x ,£ ,y } C R"0, 0 < r  < t < T, де Fu Cim, C, Cu co -  додатні
сталі, залежать від sup |-Λ(ί)|, характеру неперервності α^(ί), T, r i j ,  (5q.

Аналогічно, як для параболічних систем [4, с. 91-92], можна показати, що існує 
ФМРЗК спряженої системи до (5), та встановити оцінки її похідних, довести нормаль­
ність G(t,x; τ, ξ), формулу згортки і єдиність ФМРЗК.

Л і т е р а т у р а

1. Курант Р. Уравнения с частньїми производньїми. -  М.:Мир,1964. -  830 с.

2. Малицька Г.П. Системи рівнянь типу Колмогорова / /  Укр. мат. журн. -  2009. -  Т.12, №3. -  С.
1650-1563.

3. Малицька Г.П. Побудова фундаментального розв’язку задачі Коші для рівняння дифузії із змінною 
інерцією j /  Мат. методи та фіз.-мех. поля. -  1999. -  Т.42, №3. -  С. 56-60.

4. Зйдельман С.Д. Параболические системи. -  М.: Наука, 1964. -  443 с.

5. Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Kochubei A.N. Analytic methods in the theory of differential and pseudo­
differential equations of parabolic type Operator Theory, Adv.and Appl.,152  (2004), 390p.

Прикарпатський університет ім. В. Стефаника,

Івано-Франківськ, Україна.

Надійшло 24-11-2009

Malytska Н.Р. The systems of the equations by Kolmogorow’s type of second oder, Carpathian 
Mathematical Publications, 1, 2 (2009), 180-190.

We consider one class of systems of ultraparabolic equation of second order, that have four 
groups of variables after which are degeneration and coefficients are depend only on a time 
variable, we construct the fundamental matrix of Cauchy problem and obtain the estimations 
of this matrix and all its derivatives.

Малицкая А.П. Системи уравнений типа Колмогорова второго порядка / /  Карпатские 
математическиє публикации. — 2009. — Т.1, №2. — С. 180-190.

Рассмотрен один класс ультрапараболических систем уравнений второго порядка, име- 
ющих четьіре группьі переменньїх по которьіх єсть вьірождение и козффициентьі зависят 
только от часовой переменной, построена фундаментальная матрица решений задачи 
Коши, полученьї оценки зтой матрицьі и всех ее производньїх.
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О сипчук  Μ.Μ .

ПРО ГРАНИЧНИЙ РОЗПОДІЛ КІЛЬКОСТІ ПЕРЕТИНІВ 
ПОСЛІДОВНОСТІ РІВНІВ ДЕЯКОЮ ПОСЛІДОВНІСТЮ  

ДИФУЗІЙНИХ ПРОЦЕСІВ

Осипчук М.М. Про граничний розподіл кількості перетинів послідовності рівнів деякою 
послідовністю дифузійних процесів / /  Карпатські математичні публікації. — 2009. — 
Т.1, №2. -  С. 191-196.

У  роботі розглядається граничний розподіл кількості перетинів деякого рівня послі­
довністю випадкових величин ξ η (0 ) ,  ξ η ( „ ) ’ ■ ·’ ( m )  ПРИ прямуванні до нескінченності
натуральних n, m, N  деяким узгодженим способом. Тут (£n(i))t>o, п =  1 , 2 , . . . ,  дифузій­
ний процес на дійсній прямій R з локальними характеристиками (переносом і коефіцієнтом 
дифузії) (ап (х ) ) х єи  і (Ьп ( х ) ) х є r, що задаються рівностями ап(х) =  па(пх), Ьп(х) =  Ь(пх) 
для і є К і п  =  1 , 2 , . . .  при деяких фіксованих функціях (ο(χ))χςκ і (Ь(^))іЄК·

Нехай на дійсній осі R задані обмежені неперервні функції α(·) і 6(·) з дійсними 
наченнями. Будемо вважати, що inf b(x) > 0. Тоді існує дифузійний процес (£(i))t>o в

і Є К

траєкторії якого є розв’язками стохастичного диференціального рівняння

άξ(ί) =  α{ξ(ί))άί +  y/bfc(t))dw(t). (1)

Нехай, крім того, функції а(-) і 6(·) задовольняють умову Гельдера. Тоді щільність 
g(t , x, y)  (t >  0, х Є R, у Є R) відносно Дебетової міри в R ймовірності переходу процесу 
ξ(ί) є фундаментальним розв’язком диференціального рівняння

ди 1 , д 2и .ди
т = 2 Ь{х)д ?  + < х )Тх  (2)

Розглянемо функції
X X  X

A(x) =  J ^ - d z ,  F(x) =  J  e - 2A{z)dz, H(x) =  J  е2А(г)щ  (x e R ) . (3)

2000 Mathematics Subject Classification: 60J60, 60H10.
Ключові слова і фрази: дифузійний процес, стохастичне диференціальне рівняння.



Припустимо, що функція Л(-) обмежена.
Для кожного п >  1 покладемо ап(х) =  па(пх), bn(x) =  Ь(пх). Очевидно, що ці 

функції задовольняють всі згадані вище умови, і тому існує послідовність дифузійних 
процесів {(ξη(£))ί>ο : п > 1}, траєкторії яких є розв’язками рівнянь (1) з функціями 
®п(") І ^п(')·

В роботі [3] доведено (див. також [1], [2], [4]), що при умові існування границь

lim —Fix)  =  хр, lim —Н(х)  =  хц  (4)
М - + 0 0  X |х|-+оо X

послідовність дифузійних процесів (ξη(ϊ·))ι>ο при п —> +оо слабко збігається до процесу 
w(t)t>о, де w(t)t>o — стандартний вінерів процес.

у /  Х р Х н
Для кожного набору натуральних чисел n, m, к та дійсного числа а визначимо 

випадкові величини ζ^ι’τη\α), поклавши

=  І  1. « » ( ¥ )  -  ї )К «  Ш  -  і )  <  0;
\ о .  к -  ( ¥ )  -  s x f n  ш  -  ї ) >  о.

N

Випадкова величина и^'т\а) =  ^ 2 d n’m\a) при всіх натуральних JV задає кількість
к=і

Of
перетинів рівнів — послідовністю випадкових величин £„(0), ),..., (^ ).

В роботі [3] встановлено, що за умови виконання згаданих щодо функцій α(·) і Ь( )
2

умов та існування і обмеженості їх похідних, при п —> +оо, т —> 4-оо так, що ^  —>> т,
0 < τ  < +оо, має місце співвідношення

ИшРх < у )  = І(0;+оо)(у)2 Ф +  ^ L y /X p X H ^  (t > 0, X Є R, у Є

де
1 f  Г У2 Ί

Ф(ж) =  J  exp dy — функція Лапласа,

7

о

ОО

І»  \y)dy J  д(т, у, z)dz +  J  H\y)dy S g(r,y,z)dz

Нашим завданням є одержати граничний розподіл для при довільному
а  Є R. Виявляється, що відповідний результат є нескладним наслідком попереднього.

1 З с у в  в з д о в ж  к о о р д и н а т н о ї  о с і

Нам будуть потрібні кілька допоміжних тверджень. Розглянемо розв’язок ξ(ί) рів­
няння (1) з початковою умовою ξ(0) =  χ, х Є R та випадковий процес η(ί) =  ξ(ί) — а, 
t >  0.

Лема 1 . Для процесу η{ί) має місце наступне:

1.А άη(ί) = a(r](t))dt + \Jb{r]{t))dw{t), 77(0) =  x — a, де  ά(χ) = α(χ + a), b(x) =  b{x +  a);

l.B  f](t) є дифузійним процесом із щільністю ймовірності переходу

g(t,x,y)  =  g(t,x + a ,y  +  a).

Доведення. Твердження А випливає з рівності

άη[ί) =  άξ(ί) =  α(ξ(ί))άί +  \/b(£(t))dw(t) = α( η(ί) +  a)dt + \Jb{r)(t) + a)dw(t) =

= ά(η(ί))άί +  yjb^(t))dw(t).

А оскільки для довільної борельової множини Г С R

Ρχ(τ/(ί) Є Г) =  Ρ *+ α (ξ(ί) є  Г +  a )  =  J  g(t, x +  a , y)dy =

Γ + α

J  g(t,x + а , у +  a)dy,

то правильним є і твердження В. □

Нехай А(х), F(x), Н(х)  (ж Є R) — функції, що побудовані з допомогою формул (3) 
за функціями ά(·) і &(·). Рівність

χ х х+а
ї , ч f  α(ζ)  , f  a(z +  a)  f  a(z)  . . .

A ( x )  =  /  -------- d z =  — -------------- - dz  =  /  7 7 —r  dz =  A ( x  +  a )  — A ( a )
J b(z) J b(z +  a)  J b(z)
0 0 Q

дає змогу стверджувати, що функції Л(·) і Л(·) обмежені одночасно. Легко одержати і 
наступні рівності:

F{x) =  (F{x +  a) -  F{a))e2A(a\ Н{х) =  {Н{х +  а) -  Н(а))е~2А{а) {х Є R). (5)

Обчислимо границі

к р  =  lim — F ( x )  =  е2А^  lim — ( F ( x  +  а)  — F ( a ) )  =  х р е 2А а̂\  (6 )
\χ\—>+оо X |а:|—>+оо X

х н  =  lim —Н ( х )  =  е ~ 2А(а) lim —( Н ( х  +  а)  — Н ( а ) )  =  х н е ~ 2А а̂\  (7)
|а:|—>·+σο X  |х|—>+оо X

Звідси, між іншим, випливає, що

Х р Х н  =  x f K h - (8 )

Побудувавши послідовність {(ί7„(ί))ί>ο : η > 1} дифузійних процесів з коефіцієнтами 
ο·η{χ ) =  ηά(ηχ) та bn(x) =  b(nx) і початковими значеннями ?7„(0) =  х — а, можемо 
стверджувати про правильність наступного.



Лема 2. 2.Α  Граничні розподіли (в розумінні слабкої збіжності) послідовностей 
{{Vn{t))t>о : η > 1 } та {(f„ (t ))t>o : η > 1 } однакові.

2 .В іУн'т\а) = u%'m\0), де  г>̂ ’т ) (0) — кількість перетинів послідовністю випадкових 
величин ηη{0), ηη {^),.·., η„ (£ )  нульового рівня.

Перейдемо тепер до основного твердження.

Теорема. Нехай функції (о(ж))хЄк і (6(x))x&r — неперервні, обмежені та гельдерові, 
функція 1 (А(х))хЄ№ обмежена та існують границі lim - F ( x ) = x f , lim —Н(х) =

\х\—>+оо X \х\—*+оо X
2

κΗ. Тоді якщо п —> +оо, m —> +оо в такий спосіб, що ^  —> т, 0 < т < +оо, то

1ітРх < у)  =  W ) ( y ) 2$ +  ’

Де
/ а  оо оо а

7 ( а )  =  ; \ Ш  І  H'^dy /  3(T'y’z">dz + J  H'(y)dy J  9(r,y,z)dz
\ -0 0  Q C* —OO

Доведення. Твердження леми 2 та рівності (8) і

«** ( ; & ’ («) < ») =  Г ( / f f W  < »/««>) =  * )  =

р < у/ч(0) = 1 -  “ )  = р' - “ ( / н ( ° )  < »)

дають змогу стверджувати, що для доведення теореми досить обчислити

____  /  0 оо оо 0

7 (d) = 7  =  i y ^ j  J  H\y)dy J  g(r,y,z)dz + J  H'(y)dy J  g(r,y,z)dz
Voo 0 0 -oo

З леми 1 та рівностей (5) — (7) випливає, що

0 оо
1 /

7 ( а )  = —  І е  2A{a) J  H\y +  a)dy J  д(т,у +  a,z  + a)dz+

—оо 0
оо 0 \

{<*) J H\y +  a)dy j  g(r,y +  0!,z +  a)dz j =

0 —оо
оо оо

I H'^dy /  +  J  H'(y)dy J  9(T,y,z)d2
Voo а а —оо

Отже, теорема доведена. П

Функції А(х), F(x), Н(х)  задаються рівностями (3)

2 В и п а д о к  п е р іо д и ч н и х  д и ф у з ій н и х  к о е ф і ц і є н т ів

Розглянемо випадок, коли функції а(-) і 6(-) періодичні з найменшим додатним пе­
ріодом І та задовольняють умови теореми попереднього пункту. Легко бачити, що для 
розв’язку (£x(i))t>o рівняння

t t

J  \Zb^x{s)dw(s)
0 0

процес ξχ+ι(ί) — І також задовольняє це ж рівняння, тобто ξχ+ι(ί) — І =  ξχ(ί) через 
єдиність його розв’язку. Тому g(t, х +  І, у + І) =  g(t, х, у) при всіх t > 0, х, у Є R.

х+І І

Враховуючи очевидну рівність J  f(z)dz  =  J  f(z)dz  для /-періодичної функції / ,
х 0одержимо

( х+І 
1 І /  a(z)

я ' ( і  +  і )  = к̂й)ехр 2/
І 0

6(2 )
dz = Н'[х)е2А{1\

kl k- ι  ( ' " j ; 1)' fc_i г

Очевидно, що A(kl) =  J  dz =  ^  J  dz = Σ f  =  Т0МУ>
m=° mi m=0-0

при умові обмеженості функції Α(·), необхідно, щоб А(1) =  0. Отже, Н'(х + І) =  Н'(х) 
при всіх х Є R. Таким чином,

7(а +  /) =

1 І кр 
τ \  κ Η

------  /  а+ / оо оо а + / \
т\[Щ /  H'(y)dy I  9 {r ,y ,z )dz+  f  H'(y)dy f  д(т, у, z)dz J =

* ОО Q+Z Q +  / —ОО /

а оо оо а \

J  H'(y +  l)dy J  д{т,у + l,z +  l)dz +  J  H\y +  l)dy J  д(т, у +  l, z +  l)dz J =
а —оо

оо а

J  H'(y)dV J  g(r,y,z)dz +  J  H'(y)dy J  g(r, y, z)dz J  =  7 (a).

Отже, для кожного цілого k

Ш п Р .  +  f c / ) <  у )  =  І ( 0 ; + о о ) ( у ) 2 Ф  (  ^ ....—  · (9)

Звідси

l i m P I+fci +  А:/) <  у ^  =  І (0;+о о ) ( у ) 2Ф
у |х — a
)\Д уД 

1іт Р х ( <  у )  ·

+ ----- =

Подавши рівень перетину у вигляді a = kl + β, де k =  J, β =  | y  | /, одержимо

limFl ’ <“ > <  у)  =  W » ) ( » ) »  ·
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The limit behavior of the number of crossings of some sequence of levels by the following 
sequence of random variables ξ„(0), ξη ( ^ ),..., ξη ( ^ ) ,  as the integers n, m, N  are increasing 
to infinity in some consistent way, is investigated, where (£„(t))t>o for n =  1 , 2, . . .  is a diffusion 
process on a real line R with its local characteristics (that is, drift and diffusion coefficients) 
(ап(а:))жЄк and (bn(x))x&r given by an(x) =  na{nx), bn(x) =  b(nx) for x  Є R and n =  1 , 2 , . . .  
with some fixed functions (a(z))xeR and (b(x))x£u-
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уровней некоторой последовательностью диффузионних процеесов / /  Карпатские мате- 
матические публикации. — 2009. — Т.1, №2. — С. 191-196.

В работе рассматривается предельное распределение количества пересечений некото- 
рого уровня последовательностью случайньїх величин ξη(0), ξη ),..., ξη ( ^ )  при стрем- 
лении к бесконечности натуральних η, m, N  некоторьім согласованньїм способом. Здесь 
(ξη(ί'))ι>η, η =  1 , 2 , . . . , — диффузионньш процесе на действительной прямой R с локаль­
ними характеристиками (переносом и коеффициентом диффузии) (а„(.х))хЄн и (6п(х))хЄк 
задающимися равенствами an(x) =  na(nx), bn{x) — Ь(пх) для х Є R и η =  1 , 2 , . . .  при 
некоторнх фиксированньїх функциях (α(χ))χςκ и (Ь(х))хЄщ.
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Соломко А.В.

ОПЕРАТОРНЕ ЗОБРАЖЕННЯ АЛГЕБРИ УЛЬТРАРОЗПОДІЛІВ 
КЛАСУ ЖЕВРЕ З НОСІЯМИ В ДОДАТНОМУ iV-ВИМІРНОМУ КУТІ

Соломко А.В Операторне зображення алгебри ультрарозподілів класу Жевре з носіями 
в додатному η -вимірному куті / /  Карпатські математичні публікації. — 2009. — Т.1, 
№2. -  С. 197-206.

Для побудованої двоїстості ультрарозподілів Жевре та ультрадиференційовних функ­
цій доведена теорема про зображення згорткової алгебри ультрарозподілів класу Жевре 
у вигляді комутанта сильно неперервної напівгрупи зсувів в алгебрі лінійних неперервних 
відображень над простором ультрадиференційовних функцій з носіями в додатному п- 
вимірному куті.

Основним елементом побудови операторного числення для згорткової алгебри уль­
трарозподілів класу Жевре з носіями в додатному η-вимірному куті, яке розглядається 
в роботі [1], є розв’язання проблеми зображення згорткової алгебри в просторі лінійних 
неперервних операторів на мультиплікативній алгебрі ультрадиференційовних функцій. 
В статті досліджується згорткова алгебра ультрарозподілів Жевре <?'(М") над просто­
ром ультрадиференційовних функцій <7(М” ) з носіями в додатному тг-вимірному куті 
та доводиться важлива теорема про топологічний ізоморфізм визначеної згорткової 
алгебри комутанту напівгрупи зсувів. Отримане зображення базується на п-вимірному 
узагальненні операції крос-кореляції та крос-кореляційного аналогу теореми Шварца, 
представлених в статті [4], та є їх подальшим нетривіальним узагальненням.

Розглядаємо η-вимірний додатний конус R" =  [0, +оо) х · ■ · х [0, +оо). Далі позна­
чаємо intIR" = (0, +оо) χ · · · х (0, +оо). На сукупності векторів и =  (г^,. . . ,  ип) Є intM” 
задаємо відношення порядків

{и ^  μ : ι/ι <  μ ι , . . .  ,ип <  μη}, {u ^  μ : щ <  μλ, . . . , νη <  μη}.

2000 Mathematics Subject Classification: 42Α38, 46Η30.
Ключові слова і фрази: ультрадиференційовна функція, ультрарозподіл Жевре, (С'о)-напівгрупа опе­
раторів, згорткова алгебра.

(с) Соломко А.В., 2009



Зафіксуємо число N > 1. Для довільно вибраних векторів а =  (α ι ,. . . ,α η) Є R", 
b =  (bi, . . . ,  bn) Є R” і 1 ·< v визначимо простір нескінченно диференційовних функцій з 
носіями в ?г-вимірному паралелепіпеді [а, Ь\ := [аь &і] χ · · · х [ап,Ьп] вигляду

G„[a,b] =  j φ : supp^C [а,Ь], |МІС„[а,б] < °о}>

з набором норм

І М к м  := sup sup (1)
keZ" te[a,6] u K

Вище k =  ( k \ , k n), \k\ =  h  +  ·· -+kn, k ^  =  kklH· .. ,k k̂ ,  vk= v k'·.. , v k", dk =  dki . . .d k", 
, (_2)

де d j =  -— —r-----для всіх =  1 , . . . , n i supp позначає носій функції. Як легко побачити,
3 d tУ

для набору векторів 1 ■< и -< μ і довільного паралелепіпеда [a, b] виконується нерівність

ІМ|с„[а,Ь] < |МІС„[а,6], Ψ Є Gv[a,b).

Оскільки при 1 < v -< μ вкладення G„[a,b} С <2μ[α,6] є неперервними, то можна 
визначити індуктивну границю

G[a, b] := [J  Gu[a, b] =  limjnd G„[a, b] (2)
иУІ

відносно будь-якої послідовності векторів и, напрямлених відношенням порядку -< . 
Очевидно, що співвідношення (2) не залежить від вибору цієї послідовності.

З іншої сторони, для монотонно зростаючих паралелепіпедів [a, b] C  [a', b'] і фіксо­
ваного v У 1 маємо ||</?||σ„[α,6] =  Ψ Є Gv[a,b\, і вкладення Gu[a,b] C  Gv[a!,b’}
при a' -< а та b -< b' є неперервними. Тоді природнім чином визначається індуктивна 
локально опукла границя

G„(Rn) := I J G„[a, b] =  lim ind G„[a, b\ (3)
a < b

відносно будь-якої послідовності паралелепіпедів [a, 6], напрямлених відношенням вкла­
дення. Очевидно також, що співвідношення (3) не залежить від вибору такої послідов­
ності паралелепіпедів.

Твердження 1. Для довільних функцій φ Є Gv[a,b] і ф Є G>[a', b'] таких, що 
[a,b] С [o', Ь'\. справедлива нерівність

\\ψ ■ Ψ\\Gv+Ii[a,b\ <  |МІС„[а,Ь] ’ \\Φ\\θμ[α',Ь'}· ( 4 )

Доведення. Дійсно, для довільного t Є supp(v? ■ ф) С [а, 6] ми можемо записати

W μΐη k—m rnHifo __ \(k—m)H] \̂

Idk[ip(t) -Ф(Щ <  |МІС„[а,Ь] · ΙΙ̂ Ι|θμ[α',6'1 Σ  --------------- JJYZ--- у------------
|m|=0

1*1
V,тцк-т^тН £(fc-m)N£|

<
\(к-  )!

|ш|=0 V '

1*1 Ηχ /ζ — 777. 7 I

І М І с . м  · І М к к ц  E  u l -  v kk"  -  Μ » · μ ' І М к к * #  +
|m|=0 ^

тобто
\ & № )Ф Ш  /  Μ II Μ Ml
(ν +  μΥ&* · Ι1̂ ||σμ[α',6']·

Тепер нерівність (4) прямо випливає з означення норми (1). □
Розглянемо локально опуклу індуктивну границю вигляду

G(Kn) := I I I І G„[a,b] =  lim ind Gv[a,b\ (5)
^ і ь ї а  bya’ Η —

відносно неперервних вкладень Gu[a,b] C Gv[a',fe'] таких, що 1 X u -< u' і [a, b] C [a!,b']. 
Неважко перевірити, що простір G(Rn) є алгеброю відносно операції поточкового мно­
ження функцій. Функції з (?(МП) називаються ультрадиференційовними в сенсі М. Жев­
ре (див. [7]).

Візьмемо тепер простір G(R) ультрадиференційовних функцій класу Жевре від одні­
єї змінно, і визначимо оператор множення довільної функції ψ(ί) Є G(R) на функцію 
Гевісайда:

Θ : G(R) 9 4>{t) ψ(τ) =  θ(ί)φ(ϊ), (6)

де θ(ί) =  I  q  ̂ ~ q’ Відображення (6) здійснює гомоморфізм алгебр, при цьому

його ядро Кег© =  Є G(R) : suppcp 0[0, +оо) =  0|  є ідеалом алгебри G(R). Отже, 
фактор-простір ^(R+) := G'(R)/Кег θ  є також алгеброю. Будемо називати функції з 
цього простору ультрадиференційовними функціями класу Жевре на додатній півосі.

Означення 1. Простір £/(R") := £7(R+)® .. .  <8> £(R+), де через (g) позначено поповнення 
тензорного добутку в проективній топології, називаємо простором ультрадиференційов­
них функцій класу Ж евре з носіями в додатному η-вимірному куті R " .

Якщо позначити Q„[0,b] := Gv[a, 6] /Кег θ  р| Gj,[0, b] , то з неперервності вкладень
G„[0,b\ C Qμ [0,  b'] при 1 X u -< μ і [0, b] C [0,6'] та елементарних властивостей індуктив­
них границь негайно випливає справедливість таких топологічних ізоморфізмів:

G[0,b] ~  lim ind Gu[0,b], £„(R+) ~  lim ind £„[0,6], <?(R+) ~  lim ind ^„[0,6].|і̂|—>oo |6|-̂ oo |i/|,|6|—>oo

Вище |z/|, |6| означають евклідові норми векторів.

Твердження 2. Для довільних векторів v У 1 та b Є Rn, що задовольняють умову 
b У 2v, існує функція вигляду (т) =  і (ті ) · . . . ·  „(т„) така, що для всіх j  =  1 , . , . , η  
виконуються співвідношення

0  <  j  <  1, j  Є ϋ 2 ν } ζ (N)[0, +  Uj\, j\\o,bj} =  1,



де  С(Н) =  Σ  к н -  функція Рімана.
к= і

Доведення. В силу теореми Карлемана-Данжуа [5, теор. 1.3.5] для числа Н > 1 існує 
функція ф > 0 така, що

ОО

\дкф(і)\ <  2[2С{Щ ккш , |suppф\ < 1 , J  ф(t)dt 1, к е

Для довільного числа 7  > 0 через χ7(ί) позначимо характеристичну функцію інтервалу 
[—7 ,7 ] і утворимо згортку вигляду

оо S+7

Ψί(*) := (х7 * ф)(з) =  J  χΊ(ί)φ{β -  t)dt =  J  ${t)dt.
-0 0  s- 7

З того, що supp^7 C supp-0 +  suppx7 C [—7  — 1,7  +  1] і dkφΊ =  χ7 * д кф,  отримаємо

7+1

\d^(s)\  <  J  lx7(s -t)d^i)(t)\dt <  4(7 +  l)[2C(H)]fcA:fcN. (7)
- 7 - 1

Для довільного 7  > 2 маємо, що

. ίθ, |s| > 7  +  1 ,

W S ) = \l ,  w < 7 .  ( )

звідки V>7(s) Є G2C(»)[-7 - 1 ) 7  +  1]·
У рівностях (7) та (8) зробимо заміну s на ί =  .s/і, де μ > 0. Тоді для функції 

φΊ(ί) := φΊ{δμ) отримаємо

| ^ 7 (і)| <  4 ( 7  +  1 ) [ 2 і ї { Щ ккт, φΊ(ί) =
ίο, |ί| >  μΊ +  μ, 
l l ,  \t\ <  μη.

. ~ _  bj
Звідси випливає, ЩО φΊ{ί) Є £ 2μζ(Ν)[—μ7 ~ βιβΊ +  β] І І [-μ7./ПІ =  1· Тоді ДЛЯ 7  — — ,

Ьі пзгідно умов — > 2 та μ =  Vj, маємо
Uj

φΊ(ί) є G-2ujC,m[~bj -  Vj,bj +  ι/j], φΊh-b^bj] =  1. (9)

Оскільки в загальному випадку G^[0,bj] := 6!Κί[αί·,6ί·]/ΚβΓθ|σ1/ί[αί,6ι,·], то потрібні
функції ρj ми одержимо, помноживши функцію із співвідношень (9) на характерис­
тичну функцію θ}) тобто Qj — θ3φΊ, j  =  1 , . . . , η. □

Твердження 3. Простір C/(R") -  ядерний, рефлексивний та бочковий.

Доведення. Відомо [б, лема 1], що простір G(R) -- бочковий, тому £?(R+) буде бочковим 
як фактор-простір бочкового простору [2, гл.4, п.2]. Отже, £ (R ") бочковий як про­
ективний тензорний добуток бочкових просторів. Доведемо, що в індуктивній границі
£ (R ") ~  limind £/„[0,6] вкладення Ω : ^[0,6] С £μ[0, b'] при 1 X u < μ, [0,6] C [0,6'], 

М,|6|—оо
є компактними. Нехай В -  одинична куля в <?„[0,6]. Тоді для будь-якого ε > 0 вибе-

ґ u\m ε
ремо m настільки велике, що J <  За теоремою Арцела-Асколі існує скінчен­
на кількість функцій ψι, . . . ,ψ η Є В така, що для кожної функції φ Є В знайдеться 
<Pj, j  =  Ι , . , . , η ,  для якої \\дк(<р — y?j)||c[o,6] < єцкккн, де |&| < m і С[0,6] -  простір непе­
рервних на відрізку [0,6] функцій. Тоді послідовність {ψ\,. . . , φη}  утворює ε-сітку для 
В в θμ[0,ν\. Отже, відображення Ω є компактним. Звідси випливає, що послідовність 
просторів {^ [0 ,6 ] beRn є регулярною. Отже, простір <?(R") є (LiV*)-простором в 
сенсі Сілви [3, ст. 67, озн. 3]. Оскільки кожний простір типу (LN*) є рефлексивним [З, 
ст. 71, теор. 3], то простір <?(R") також є рефлексивним. Нарешті, як відомо [6, ст. 168, 
лема 1], простір ультрадиференційовних функцій G(R) є ядерним. Ядро Кег© є за­
мкненою множиною, а фактор-простір ядерного простору по замкненій множині знову 
є ядерним. Звідси висновок, що <?(R+) -  ядерний, а тоді з означення випливає ядерність 
простору i?(R"). □

Нехай L[C/(R")] -  алгебра лінійних неперервних відображень з топологією рівномір­
ної збіжності на опуклих компактах. Множення в цій алгебрі будемо позначати через 
"о", а одиницю -  через Ід =  Ід  ®  · · ■ ® Ід , де  Ід -  одиниця на I/[i/(R+)].

Теорема 1. Для кожного j  =  1, . . . ,  п сім ’я операторів

Uaj ■ φ{τ) — > υ σ]φ(τ) := e(sj)ip(TU . . . ,T j  +  S j , . . . ,rn),

де s — ( s i , . . . ,  sn) Є R" і стj := 9(sj)sj, є одностайно неперервною (С0)-напівгрупою в 
алгебрі L[£?(R” )]. Генератором цієї напівтрупи є оператор ід3 правосторонньої частинної 
похідної по змінній Tj Є [0, + оо ). Генератор idj належить алгебрі L[i?(R")].

Доведення. З означення простору £(R ” ) випливає, що для довільної функції ψ Є { /(R ") 
існують вектори V >z 1 і b Є R" такі, що

ψ{τ ) =  ^ 2  ψΐΛτύ  ■■■■ ■ <Лгт (т„),
771

Де (Pjm(.Tj ) ·=  Q(tj№jm(tj) ^ [0,bj\ і фjτn є  Gu.[—bj,bj\.
Визначимо напівгрупу UCj на множині функцій вигляду

Ψΐτη(Τι) ■ ■■■■ Рпт(тп) Є QU1 [0, bj]® · · · ® ^ п[0, Ьп].

Умова Tj Є supp φ] виконується тоді і тільки тоді, коли т} — aj Є supp (Uaj<pj), тобто

supp (Uajipj) =  (supp ψ3 -  σ j) Ρ|[0, οο), σ3 >  0.



Для кожної функції φ] Є QV)[0, bj] виконується рівність dkj 3Uâ j  =  Uajdkj(pj: для 
j  =  1, . . .  ,п. Звідси, якщо tj Є (0, 6j), то dkjipj(tj) =  djJipj(tj). Тому

0, σ,· >  bj,

sup sup — ■>г  ο — , < bj,
k j > 0 0 < T j + a j < b j

\dj j(Pj(Ti)\ „ I I
I I l i e .  (0,6,] ^ sup sup — k.,, =  т І Ц [ ° ^ і ’ ^  -  °-

J k-j >0 0 < T j< b j  V j k j 3

Звідси отримуємо υσ] Є L ^ j O . b i } ® · · · ® ^ ^ , ^ ] ] ·  Т°ДІ за означенням 1 маємо, що 
и(Tj Є L[£?(R")]. Далі, для кожної функції ф} Є G„.[-bj,bj] одержуємо, що

UajVj(Tj) =  ^(sj)9(tj)xp(tj + sj), ipj =  θχpj, σ3 =  Sj0(sj), Tj =  tj9(tj).

За твердженням 2 існує функція £> Є <?2[,^(ν)[—bj — Uj,bj +  Vj] така, що =  1· Тоді
для чисел |sj| < z/j маємо supp [@(tj)xpj(tj + Sj)] C [—6̂ , 6̂ ]. З нерівності (4) випливає, що 
e(tj)ipj(tj +  s j )  Є G 2^ ) [ - b j , b j }  для \sj\ <  Vj. Зрозуміло, що функція

{ - V j , V j )  3  Sj - »  e{tj)if>j(tj +  Sj) Є G 2vj c ( K ) [ - b j , b j ] ,  t j  Є [ - b j , b j ] ,

Є нескінченно диференційовною, бо l p j ( t j  + S j ) Є С°°. Тому 3 розкладу функції Xp(tj  + S j )  

в ряд Тейлора випливає, що

а
2

9(tj)tp(tj + Sj) -  ip{tj) -  idjip(tj)sj =  -prd2jip{tj +  Sj) — ♦ 0,

ЯКЩО Sj  —> 0 І 0 < < 1 .  ДЛЯ ЧИСЄЛ |Sj| < Vj  ОДерЖИМО, ЩО Q(tj)xp(tj +  S j )  = 1p(tj +  S j ) ,

тобто  відображ ення

G21' j C ( K ) [ ~ b j , b j ]  3 1 p j ( t j  + S j )  * 6 ( S j ) 9 ( t j ) i p ( t j  + S j )  Є (?2ι, (̂Ν)[0, b j ]

є неперервним. А отже, напівгрупа належить класу (Со) і на просторі £„[0, bj] має гене­
ратор idj. Отже, Uaj належить до класу (С*о) і має генератор idj на £ (R "). З нерівності 
(kj +  l)(fcj+1)N < 2(kj+^kj3* отримуємо

IIdm  lb [0,6,] <  Vj sup sup 2 ^ +1)H
J kjez+Tje^bj] v,J (kj +  l)ifcj+1^

<

Vj  sup sup
kj£Z+ Tj6[0,6j

\d^+1^j(Tj)\

де покладено μ3 =  Vj2 N. Отже, \\д̂ \\ді/і[0М]̂ „ ^ п[0,ьп} -  */іІІ̂ ІІСм1[о,Ьі]в...веМп[о,ь„]> звідки 
маємо, що dj Є L[£(K")]. Далі, з регулярності індуктивної границі

£(R+) =  Hm ind QVl [0, bi]<S> ■. · ®Qun [0, bn\і/У1,ЬуО

випливає, що набір {U0j : σ, > 0} є одностайно обмеженою (Со)-напівгрупою над про­
стором £(R“ ). Нарешті, оскільки <?(R") -  рефлексивний та бочковий (твердження 3), 
то за теоремою Банаха-Штейнгауза сім’я операторів {Uaj : aj >  0} є одностайно непе­
рервною. Теорему доведено. □

Тензорний добуток (Со)-напівгруп операторів зсуву Ua. з генераторами idj 
(j =  1, . . .  ,п) надалі ми будемо позначати через Ua := Uai <g> . ..  <S> UCn. Зрозуміло, цей 
тензорний добуток є η-параметричною (С'о)-напівгрупою.

Визначимо спряжений простір лінійних неперервних функціоналів на £/(R"), який 
будемо позначати за аналогією до розподілів Шварца через <7'(R” ). Ці функціонали 
звичайно називають ультрарозподілами класу Жевре в куті R ". Очевидно, що вико­
нується вкладення £?(R") C £'(R ” ). Білінійна форма вигляду

£'(R+) x £ (R ") 9 (f,<p) — ♦ (ί ,φ)  Є C

породжує ДВОЇСТІСТЬ (<7'(R"), ^ (R ")).
Надалі на просторі ^ '(R ") сильну топологію відносно цієї двоїстості (£/'(R” ), C?(R")) 

позначаємо через /3(^'(R"), £?(R+)), а слабку -  через ct(^'(R” ), ^(R” )).

Твердження 4. Простір ^ '(R ") -  бочковий, рефлексивний і ядерний в сильній топо­
логії β (<?'(R"), ^ (R ")) відносно двоїстості (0 '(R ” ), ^(R” )).

Доведення. Твердження безпосередньо випливає з відомого факту, що названі влас­
тивості справедливі для сильно спряжених просторів, як тільки ними володіють їх 
передспряжені. □

Твердження 5. Існує неперервна функція ωε Є ^ 2<(Η)/ε[0 , ε] така, що

σ(β',δ) , п+ωε — » ό, є —> 0+,

де δ =  δι <S> ■■■ <S> δη Є Є'(Щ) і дг Є ^ '(R+) (і =  1, . . .  ,п) є функціями Дірака одного 
аргументу. Для довільної функції φ(τ) =  ψ\(τι)·.. .·φη(τη) Є <?(R") виконується рівність

(δ,φ) =  (δχ,φχ) ■ . . . ·  (δη,φη) =  c î(O) · .. .  ■ </>„(0). (10)

Доведення. З теореми Карлемана-Данжуа [5, гл.І, теор.1.3.8] випливає, що для довіль­
ного kH (к Є Z” ) існують функції ipj (j =  1, . . .  ,ή) такі, що

О О

\djj ipj\ <  2[2C(^)]fcjA:*:jN, IsuppV’jl < 1, J\pj{tj)dtj =  1, гр3 Є G2c(N)[-1, 1].
—  OO

Тоді функція ω(τ)  =  ωι(τι) ·.. .·ωη(τη), де Uj =  9jipj, для довільного к Є Z" задовольняє 
співвідношення

\дкш\ <  2n[2C(K)]|fc|/cfcN, suppa; C [0,1], J ω{τ)άτ =



Отже, для функції ωε(τ) =  є ηω[τ/ε) отримаємо

1*1
\дкие\ < ^  ***’ SUP P ^ с  М >  /  ω^ άτ =  ^Γ·

R"

Для довільної функції φ(τ) =  <̂ і(ті) · - · · · ψη{Τη) Є £ (R ") маємо

limε—*0+
/  ωε(τ)φ(τ)άτ -  φ(0) < lim /  І

e-0 + J
R" R"

ІТ <

, , . f ...................  Ψι(τι) -  ^i(O) ,. φη[τη) -  φη{^) _  π
lim max \ φ ( τ )  — < ρ (0 ) ω ε ( τ ) ά τ  =  lim -------------- -- · . . . ·  lim — 0,ε—>0+ τ€[0,ε] J П-0+ 2 r„-0+ /

R"

звідки і буде випливати справедливість рівності (10). П
Встановимо тепер важливу теорему про зображення простору ультрарозподілів 

C/'(R+) в алгебрі лінійних операторів над <?(№").

Теорема 2. Відображення

T : g'(Rl)  3 f  — * Tf Є L[£(R")], (U)

визначене співвідношенням (Т/</?)(т) =  {/ (σ) ,υσφ(τ)), φ Є Q(№.+), здійснює лінійний то­
пологічний ізоморфізм на комутант (С0)-напівтрупи операторів [Ua]c в алгебрі L [£(R ")].

Обернене відображення Т _1: [Ua]c — * £?'(R") однозначно визначає згортку ультра­
розподілів

G\Щ ) χ в *9  =  T -\ T f О  Tg) Є </'(R+), (12)

відносно якої <?'(R") є алгеброю з одиницею δ. При цьому одиничному оператору при 
відображенні Т~1 відповідає δ-функція.

Доведення. Очевидно, що ядро Ker Т є тривіальним і відображення (11) є лінійним. Для 
спряженої (Со)-напівгрупи операторів U'a відносно двоїстості (<7'(R” ), <?(R")) з рівності 
dk(Tfip) =  Tfdktp та з неперервності функціоналу /  отримуємо

\дк(ТГір)(т)\ _ , u \дк<р(т)\ r'(V n\sup sup < WUJhuoM sup sup ·$Γ , φ Є G (R+).
fceZ" гє[о,ь] v  k  тє[°>ь1

Оскільки (Τ/φ)(τ) =  ( /(σ ) , 0(t)<p(t +  σ)) для τ =  9{t)t та σ Є Μ", а також υ ρφτ =  
=  θ{τ)φ(τ +  r) для p =  в(г)г та r Є Rn, то маємо

Up о Τ} φ{τ) =  ( /(σ ) , θ(τ-)θ(ί)φ(σ +  r + t)) =  ( /(σ ) , 9(t)Up<p(a +  t)) = T f o Up<p{r).

Нехай тепер T0 Є L[£(R+)] є довільний оператор такий, що Т0 о Ua = Ua о Т0. Для 
довільної функції φ Є <?(R") лінійний неперервний функціонал g : φ — > Τ0φ(0) визна­
чає розподіл g Є £ '(к +)> тобто (д, ψ) =  То</?(0). Замінюючи в цій рівності функцію φ на 
υ σφ, отримуємо (д , υ σφ) =  То о υ σφ(0). Тому

Τσφ(τ) =  (g{a), υ σφ(τ)) =  (#(σ), UT<p(a)) = Τ 0 ο UTip{0) =  υ τ οΤ0φ(0) =  Τ0φ(τ).

Отже, Т0 =  Τσ і відображення (11) здійснює алгебраїчний сюр’єктивний ізоморфізм на 
комутант [Ua]c.

Оскільки простори £„[0,6] є інваріантними відносно дії операторів Т алгебри 
L[C?(R")], то комутант [Ua]c всіх таких операторів в алгебрі L[£?(R")] належить проек­
тивній границі 1ітргТ[<?„[0, b]], де в просторах L[Gv[Q,b]} задано топології рівномір-

кбуО
ної збіжності на опуклих компактах. Проективна границя ізоморфно вкладається в 
L[C?(R")], тому до Т можна застосувати теорему про відкрите відображення, в силу 
якої отримуємо, що Т реалізує топологічний ізоморфізм <?'(R") ~  [U„]c.

Доведемо другу частину теореми. Для довільних ультрарозподілів f , g  Є C/'(R” ) 
маємо Т/ оТд Є [Ua\c, і комутант [Ua}c є підалгеброю в L[iy(R")] з одиницею І д ^ у  Тоді 
/  * д =  Т _1(Т/ о Тд) Є <7'(®+)> зокрема для (5-функції Τδφ(τ) =  (δ(σ), υ σφ(τ)) =  φ(τ) і 
ί * /  =  T~x(Tf ο Ts) =  T~lTf =  / .  Тобто відображення (12) визначає згортку ультрароз­
поділів з i?'(R "), і відносно цієї згортки простір 0 '(R ") є алгеброю. Теорему доведено.□

Твердження 6. Для довільного ультрарозподілу f  Є <7'(R") в слабкій топології 
ct(C?'(R"), <?(R")) виконується збіжність

<?(R") 9 / £ ξ  TfDe —> / ,  ε - * 0 + ,

тобто в загальному випадку <?'(R") ξ  i?(R” ) в слабкій топології простору £/'(R").

Доведення. Для довільної функції φ Є ^ (R ") та спряженого оператора T'f Є L[^'(R")] 
справедливі рівності

(Τ}ωε,φ) =  [ωε,Τί ψ) =  J  ωε(τ ) (/ (σ ) ,υσφ(τ))άτ =
R"

/ / ( σ )> Ua ί ω ε{τ)φ{τ)άτ\ ε (/(σ) ,υσφ(0)) =  (/,φ),
' R"  '

де ωε -  регулярний ультрарозподіл в просторі £/'(R" )· □
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С т о р о ж  О .Г .

ЗВ’ЯЗОК М ІЖ  ДВОМА ПАРАМИ ЛІНІЙНИХ ВІДНОШЕНЬ ТА 
ДИСИПАТИВНІ РОЗШИРЕННЯ ДЕЯКИХ НЕЩІЛЬНО ВИЗНАЧЕНИХ 

ОПЕРАТОРІВ

Сторож О.Г. Зв’язок між двома парами лінійних відношень та дисипативні розширення 
деяких нещільно визначених симетричних операторів. І І Карпатські математичні пуб­
лікації. -  2009. -  Т.1, №2. -  С. 207-213.

Встановлено загальний вигляд максимально дисипативного відношення-розширення 
(зокрема, оператора-розширення) скінченновимірного нещільно визначеного звуження си­
метричного оператора з довільними дефектними числами.

1 Т е р м і н о л о г і я , о с н о в н і  п о з н а ч е н н я  т а  д о д а т к о в і  т в е р д ж е н н я

Теорія лінійних відношень у гільбертовому просторі, започаткована Р. Аренсом [9], 
знайшла широкі застосування у багатьох галузях математики, зокрема, в теорії розши­
рень лінійних операторів. Різноманітні питання цієї теорії досліджували Е.А. Кодінгтон 
[10], А. Дійксма та С.В. де Сну [11], А.В. Штраус [8], А.Н. Кочубей [4, 5], В.М. Брук [2] 
та інші математики.

У цій праці встановлено загальний вигляд максимально дисипативного відношення- 
розширення (зокрема, оператора-розширення) скінченновимірного (нещільно визначе­
ного) звуження симетричного оператора з довільним індексом дефекту. Тим самим 
деякі результати А.Н. Кочубея [4] і автора [7] перенесено на ширші класи операторів. 
Крім цього, доведено одне твердження, що стосується теорії лінійних відношень, та 
наслідок з нього, які, можливо, мають самостійний інтерес.

Ми використовуємо такі позначення:
D(T), R(T), ker T  -  відповідно область визначення, область значень та многовид 

нулів лінійного оператора Т ;
Т* -  оператор, спряжений з оператором Т\
(· І·), 0 , -L -  символи скалярного добутку, ортогональної суми та ортогонального 

доповнення відповідно;

2000 Mathematics Subject Classification: 47В44, 47В25.
Ключові слова і фрази: симетричний оператор, оператор-розширення, максимально дисипативне 
відношення-розширення, дефектні числа.



АЕ -  образ множини Е при відображенні А; 
ї х  -  тотожне перетворення множини X ;
А І Е -  звуження відображення А на множину Е ;
якщо X, Y гільбертові простори, то під С(Х), Β(Χ,Υ)  розуміємо класи лінійних 

замкнених щільно визначених операторів у просторі X  та лінійних неперервних опера­
торів А : X  —> Утаких, що D (A)=X  відповідно.

Нехай Я  -  комплесний гільбертів простір, a H2 d=  Я ф Я . Нагадаємо, що (замкненим) 
лінійним відношенням у просторі Н називають довільний (замкнений) лінійний много- 
вид T  С Я 2, а область визначення, область значень та спряжене відношення визначають 
таким чином:

D(T*) =  {у Є Я  : (3z Є Я) (y ,z ) Є Τ}  , R(T) =  {z Є Н : (Зу Є Я ) (y ,z ) Є Τ} ,

т* =  {(У2, 22) Є Я 2 : V(yi,zi)  Є T (zi\y2) -  (yi\z2) =  0} .

Легко бачити, що
T* =  (JT)L =  JT\  (1)

Де
J(hu h2) =  (- i h 2, ihi) (hi, h2 Є Я). (2)

Відношення Т називають симетричним або самоспряженим, якщо T C Т* або Т = 
Т* відповідно. Його називають дисипативним (акумулятивним), якщо для будь-якого 
(;y,z ) Є T, Im(z\y) > 0 (< 0) і максимально дисипативним (максимально акумуля­
тивним), якщо воно, крім цього, не має нетривіальних дисипативних (акумулятивних) 
розширень. Нагадаємо, також, що в теорії лінійних відношень оператор ототожнюють
з його графіком.

2 О сн ов н і р е зу л ь т а т и

Теорема 1. Нехай L та L0 ~ замкнені лінійні відношення в Н, причому L0 C L. Прийме­
мо M  d= L*}, М 0 d= L* і визначимо підпростори U С Я 2, V  С Я 2, виходячи з рівно- 
стей L =  Lq 0  U, М  =  М 0 Θ V. Тоді

V  =  J U ,  ( 3)

де J визначено згідно з (2).

Доведення. Зрозуміло, що тотожність Lq П L =  U можна переписати у вигляді Lq =  
L1 0 U. Оскільки J -  унітарний оператор, то звідси випливає, що JLq =  JLX © JU. 
Беручи до уваги (1), бачимо, що L*0 =  L* © JU. Очевидно, що остання рівність та (3) 
рівносильні. □

de f  сіє fЗауваження 1. Нехай L, L0 Є С(Н), причому L0 C L. Приймемо M  =  Lq, Mq =  L* 
і визначимо підпростори Hl , Нм рівностями

D(L) =  D(L0) ©L HL, D(M) =  D(M0) ©m Hm,

де ®т -  символ суми, ортогональної відносно скалярного добутку графіка оператора Т.
В.Е. Лянце [6] довів, що в цьому випадку Нм =  LHl і д л я  будь-якого u Є Hl, MLu =

Зрозуміло, що у  випадку лінійних операторів теорема 1 та теорема В.Е. Лянце екві­
валентні.

Н аслідок 1. Нехай Lq Є С(Н). Припустимо, що Я0 -  скінченновиміриий підпростір 
простору Н і визначимо оператор So за допомогою співвідношень:

D(So) =  D(Lq) Π Hq , So C L0.

Тоді
SJ =  {(»,  L-φ + φ) : у Є D(L-a), φ Є Я „} = 'G '.

Доведення. Нехай {ψι, ...,φΓ} -  база підпростору Яо , і

Va Є D(L0) Φ αά=  ((α\φι),...,(α\φΓ)),  Ιξ(α )ά=  (a\£)L0,

де (ξ, L0̂ ) Є Lo П і>о“ (нагадаємо, що ми ототожнюємо оператор з його графіком). Зро­
зуміло, що кегФ =  D(S0) С ker/ξ, тому існують сі,...,сг Є С такі, що

Г
Va Є D(Lo) H O  +  (Loa\LoO =  ^ > г(а|^ )·

г= 1

Приймемо ψ =  — Σ ί =1 СіРі- Маємо: Va Є D(Lo) (Loa|^oO — (°ί\ — Ψ ~ 0 ·  4е означає, 
що Ζ/οξ Є D(Lq), LqLoS, =  — ξ — φ. Виходячи звідси і застосовуючи теорему 1 до пари 
Lo, So, бачимо, що S'on(Lo)J" =  J[L0nS'{f] C G*, а отже, Sq C G*. Обернене твердження 
очевидне. □

Зауваження 2. У випадку, коли оператор Lo є симетричним, це твердження було 
доведено в [10].

Зауваження 3. У праці А.Н. Кочубея [5] було показано, що будь-яке дисипативне 
розширення S симетричного відношення So задовольняє умову S C  Sq. Наведемо інше 
доведення цього твердження.

Нехай (у, z) Є S. Тоді для будь-яких a Є C, (u, υ ) Є So (u, v) +  a(y, z) =  (u + 
ay,v +  az) Є S. Оскільки Im(v, u) =  0, то 0 < Im(v +  az\u +  ay ) =  Im  [«(ζ|ΐί) +  a(v\y)] + 
Im  (|a|2 (z\y)) , а, отже, Va Є C Im  [a ((z|w) — (y|f))] +  |a| Im(z\y) >  0. Нехай a =  |a| Θ, 
де \θ\ =  1. Маємо (скорочуючи на |a|) |a| Im(z\y) +  Im \θ ((г|и)— (y|f))] > 0.

Спрямовуючи |ck| до нуля, отримуємо: |0| =  1 => Im[9 ((z\u) — (у|г;))] > 0. А це 
можливе тільки при (z\u) — (y\v) =  0. Таким чином, \/(u,v) Є So (z\u) =  (y\v), а отже, 
(y\z) Є SJ.

Нижче в термінах абстрактних крайових умов встановлено критерії максимальної 
дисипативності для відношень-розширень (зокрема, для операторів-розширень) опера­
тора So, описаного в наслідку 1, у ситуації, коли L0 -  симетричний оператор: L0 С

d e fLq =  L. Під (Ή.+,Ή~,δ+,δ- )  ми розуміємо фіксований антисиметричний простір гра­
ничних значень оператора Lo (в сенсі означення, запропонованого в [7]), а під Pq -  
ортопроектор Я  —> Я0.



Лема 1. Для будь-яких у Є D(L), φ Є Ho

2Im(Ly +  <р\у) s+y' 7 2  ̂+ ІРоУ̂) н+®н0
δ-У, -^=(φ -  гРоу) (4 )

Ή ®Яо
Дійсно,

2 i I m ( L y  +  φ\у )  =  ( L y  +  ср\у) -  (y \ L y  +  φ) =  ( L y \ y ) -  ( y \ L y )  +  (<p\P0y )  -  ( З Д < р )  =

і №+У\й+У)п+ -  {S-y\S-y)H~] +

-^=(φ +  іР0у)\-^=(ір +  iP0y) iPo y ) \ ^ ( ^  -  ір0у)

Теорема 2. Для будь-якого стиску К  Є В [Ή+ 0  Н0, Ή 0  Н0) підпростір, що склада­
ється з тих елементів { ( у ,  Ly +  φ)} C  S q , я к і  задовольняють умову

(5 )δ-У, ~^={φ -  іРоу) ) =0,

є максимально дисипативним розширенням оператора SQ.
Навпаки, будь-яке максимально дисипативне відношення-розширення S оператора 

So -  це частина простору Sq, яка виділяється умовою (5).

Доведення. Будемо без додаткових роз’яснень використовувати основні положення тео­
рії лінійних просторів з індефінітною метрикою, викладені, наприклад, в [1].

Введемо позначення : G± =  Ή± © Ho, G — G+ 0  G~,

I(h+ ,hi ,h~,h2) =  (h+ , hx, - h ~ , - h 2) (h* Є ,hx,h2 Є Я0).

Зрозуміло, що (G, І) є простором Крейна. Простором Крейна є також (Я 2, J), де J
визначено згідно з (2). Це випливає з рівностей І  =  І* =  / _1, J =  J* =  J -1 . Далі,
рівність

(Jw\w) =  2Im  (z\y) , де w =  (y, z) Є Я 2,
показує, що відношення S є дисипативним в Я  тоді і тільки тоді, коли S -  невід’єм­
ний лінеал в (Я 2, J), а рівність (4) та зауваження 2 переконують, що у випадку, коли 
So C  S C  Sq,

^ ^ y , ^ ( lP +  ipoy),S-y , - ^ ( v - i poy)^ Є G : (y,Ly +  φ) Є S |

є невід’ємним лінеалом в ( G, І), причому максимальна дисипативність відношення S 
рівносильна максимальній невід’ємності відповідного лінеалу. Але, як доведено в ци­
тованій вище монографії, лінеал С є максимальним невід’ємним в (G, І) тоді і тільки 
тоді, коли існує оператор К  Є B(G+,G~) такий, що ||А̂|| < 1 і

C = { ( h +,h1,h ,h2) Є G : K(h+,hx) =  (h ,h2)}  . 
Для завершення доведення досить прийняти до уваги зауваження 3. □

Зауваження 4. Аналогічним чином фомулюються умови максимальної акумулятив­
ності, симетричності, а у  випадку, коли Lo має однакові дефектні числа, -  і самоспряже- 
ності розширення-відношення S оператора So (пор. зі сказаним в [2 -  4]). Крім цього, 
застосовуючи міркування, наведені в [7], неважко переконатися в правильності такого 
твердження.

Наслідок 2. Лінійне відношення S D So є максимально дисипативним тоді і тільки 
тоді, коли існують оператори А* Є B(G± ,G~) такі, що

Α+{Α+γ  < А ~ (А -у ,  ker Л“ =  {0} , 

a S складається з тих елементів {(у, Ly +  φ)} C Sq, я к і  задовольняють умову

А+ (^ +У’ 7 1 ^  +  ІРоУ0  +  А~ ( s~y ’ ipoy)^j =  °·

Виділимо тепер з-поміж відношень S, описаних в теоремі 2, ті, які є операторами 
(ми ототожнюємо оператор та його графік), тобто опишемо максимально дисипативні 
оператори-розширення оператора So. Для цього позначимо через πχ, π2 ортопроектори 
G~ —> Ή~, G~ —> Ho відповідно (маються на увазі ототожнення Н~ *-* Н~ ©{0} ,  Я0 <-» 
{0 } ф Я0) , а оператори W  : D(L) —> G~, Λ : Я0 —> G~ визначимо таким чином:

Vy Є D(L) W y =  - у / 2  ^K(6+y , - j = poV) +  {β-У,  ;

WheHo A(0,h) =  K ( 0 ,h ) - ( 0 ,h ) .

Теорема 3. В умовах теореми 2, S є (максимально дисипативним) оператором-розши 
ренням оператора So тоді і тільки тоді, коли

кегЛ =  {0}. (6)

У цьому випадку

D(S) =  {у  Є D(S*0) : Wy  Є Д(Л), π,Λ~lWy  =  0} , (7)

Vy Є D(S) Sy =  Ly +  n2A~1Wy.  (8)

Доведення. Перш за все, зазначимо, що відношення S є оператором тоді і тільки тоді, 
коли 5(0) d= {z  Є Я  : (0, z) Є 5 }  =  {0}. Беручи до уваги (5), цю рівність можна перепи­
сати так:

{φ Є Но : К (0, φ) =  (0, φ)} =  {0 } . (9)

Зрозуміло, що умови (6) та (9) рівносильні.
Для знаходження D(S ) та φ подамо (5) таким чином:



к  (δ+ν, -J=P№)  +  К  (о, - L » , )  +  ( ί - ϊ ,  -  (о, ^ )  =  о,

тобто

Л(0,^) =  ІУу. (10)

Іншими словами, у Є і)(5 ) тоді і тільки тоді, коли

Wy Є Я(Л) =  ^ ( л - 1), (11)

і в цьому випадку (0, φ) =  A~lWy,  тобто

K1\~1W y =  0, n2A~1Wy  =  φ. (12)

Ясно, що умови (11) -  (12) рівносильні умовам (7) -  (8). Теорему доведено. □

Приклад 1. Нехай Н0 =  {0 }, тобто ,5'0 =  Lq. У цьому випадку рівняння (10) набуває
вигляду

К5+у +  5„у =  0. (13)

Тому будь-яке максимально дисипативне розширення оператора L q я в л я є  собою зву­
ження оператора L, яке визначається умовою (13), де К  Є Β(Τί+ ,Τί~) -  деякий стиск. 
Це цілком узгоджується з результатами праці [7].

Приклад 2. Нехай стиск К, за допомогою якого визначається максимально дисипатив­
ний оператор (7) -  (8), має ’’діагональний” вигляд, тобто

Wh Є Н + , VV Є Я0 K(h,<p) =  K xh +  Κ 2φ (К х Є В{Н+,Н~), К 2 Є В(Н0)) .

Як показують прямі обчислення, в цьому випадку рівняння (10) еквівілентне системі

( Κχδ+y + (5-у =  0 
\ (Κ2 - Ι Ηο) φ = ^ 2(Κ2 +  ΙΗο)Ρον, ’

тобто

D(S) =  {у Є D(L ) : Κ,δ+y + 6„у =  0} ,

\/у Є D(S), Sy =  Ly +  ^ =  (К2 -  Іяо)"1 (К2 +  ІЯо) РоУ·

Таким чином, S -  адитивне збурення деякого розширення оператора Lq-
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A general form of a maximal dissipative subspace extension (in particularly of an operator 
extension) of a finite-dimensional nondensely defined restriction of a symmetric operator with 
arbitrary defect numbers is established.

Сторож О.Г. Связь между двумя парами линейних отношений и диссипативние расши- 
рения некоторих неплотно определенних симметрических операторов. / /  Карпатские 
математические публикации. — 2009. — Т.1, №2. — С. 207-213.

Установлен общий вид максимально диссипативного отношения-расширения (в част- 
ности, оператора-расширения) конечномерного неплотно определенного сужения симмет­
рического оператора с произвольньїми дефектньїми числами.
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В роботі наводиться огляд основних результатів про симетричні поліноми на банахових 
просторах та переставно-інваріантних просторах функцій. Наведено застосування до ба­
нахових алгебр та доведено деякі нові результати в цьому напрямку.

В с т у п

Симетричні поліноми та симетричні функції мають широке застосування в матема­
тиці та математичній фізиці. Так, вони присутні в елементарній математиці (теорема 
Вієта), в теорії представлень симетричних груп і повних лінійних груп над полем комп­
лексних чисел або скінченними полями. Вони також є важливими об’єктами в алгеб­
раїчній комбінаториці.

Симетричні поліноми на скінченновимірних просторах є об’єктом класичної алге­
бри. Поняття про симетричні поліноми на гільбертових просторах і, більш загально, 
на просторах ір і Lp[0,1], 1 < р < оо, вперше було введено А.С. Немировським та
С.М. Семеновим [17]. Ними було, зокрема, доведено теореми про те, що кожен симетрич­
ний поліном на гільбертовому просторі, просторах ір і Lp[0,1], 1 < р < оо, виражається 
через елементарні симетричні поліноми на цих просторах.

В роботі [9] М. Гонзалесом, Р. Гонзало і X. Харамілло ці результати узагальнено 
на дійсні банахові простори з деякою симетричною структурою, так звані переставно- 
інваріантні простори функцій.

Субсиметричні поліноми були введені в [17] на просторах ір, згодом досліджувалися 
в статтях [11], [10]. Так, в [10] Р. Гонзало досліджує цей вид поліномів на банахових 
просторах з субсиметричним базисом. Зокрема, нею описано лінійний базис у скінчен- 
новимірному просторі η-однорідних субсиметричних поліномів.

В [1] автором отримано результати, які стосуються симетричних поліномів на прос­
торі ір. А саме, використовуючи введений в даній роботі оператор симетричного зсуву,

2000 Mathematics Subject Classification: 46-02, 46Е30, 46J20.
Ключові слова і фрази: симетричні поліноми на банахових просторах, симетричні аналітичні функції, 
банахова алгебра.
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встановлено аналоги формули Мартіна та поляризаційної формули для симетричних 
поліномів і описано деякі диференціювання на алгебрі симетричних поліномів.

Результати, пов’язані з симетричними поліномами та аналітичними відображення­
ми, мають застосування і в інших напрямках функціонального аналізу. Так, в роботі [2] 
Р. Аленкар, Р. Арон, П. Галіндо і А. Загороднюк, використовуючи результати, отримані 
в [9], дослідили спектр алгебри симетричних рівномірно неперервних аналітичних функ­
цій на одиничній кулі простору ίρ. Також у статті [6] досліджується спектр алгебри 
симетричних аналітичних функцій на одиничній кулі простору Lp[0,1], 1 < р < оо, та 
у [5] — алгебри симетричних та субсиметричних аналітичних функцій на просторі ір, 
1 < р <  оо.

Стаття містить широкий огляд з даної тематики та всі необхідні попередні відомості. 
Детальнішу інформацію про поліноми та аналітичні функції на банахових просторах 
можна знайти в монографіях [7], [8], [16].

1 П о п е ред н і в ід о м о с т і

Нехай X, Y — банахові простори над полем К  дійсних або комплексних чисел. Ві­
дображення Ρ : X  —> Y  називається п-одноргдним поліномом, якщо існує симетричне 
η-лінійне відображення А : Х п —► Y  таке, що для всіх х Є X, Р(х) =  А (х , . . . ,  х).

Поліном степеня п на X  є скінченною сумою ^-однорідних поліномів, k =  0 , . . . ,  п. 
Через V(nX, Y)  будемо позначати простір η-однорідних неперервних поліномів з X  в Y
і через V ( X , Y )  — простір всіх неперервних поліномів.

Добре відомо ([12], XI §52), що для п < оо кожен симетричний поліном на просторі 
Сп можна подати як поліном від елементарних симетричних поліномів (і?і)"=1, Яі(х ) =  
Σ^<···<^ Xki·· ■ Xk, єдиним чином.

Як було відзначено, вивчення симетричних поліномів на гільбертових просторах та 
просторах ίρ і Lp[0,1], 1 < р < оо, розпочалося з роботи Немировського та Семенова
[17]. Гонзалесом, Гонзало та Харамілло [9] ці результати узагальнено на дійсні банахові 
простори з деякою симетричною структурою, так звані переставно-інваріантні простори 
функцій, на вимірному просторі (І, μ) [13]. З точністю до деяких несуттєвих нормаліза- 
цій, вивчення переставно-інваріантних просторів функцій зводиться до наступних трьох 
випадків:

1. І  =  N і маса кожної точки — одиниця;
2. І  =  [0,1] зі звичайною мірою Лебега;
3 .7  =  [0, оо) зі звичайною мірою Лебега.
Кажемо, що σ  є автоморфізмом І, якщо σ  є бієкцією І, σ і σ -1 є вимірними і збері­

гають міру. Позначимо через Q{I) групу всіх автоморфізмів І. Якщо Х(І)  є перестав­
но-інваріантним простором функцій на /  та f  Є Х(І) ,  το f  є дійснозначною вимірною 
функцією на І  та /  о σ  Є Х (І )  для всіх σ  Є Х(І) .  Також

II/<41 =  11/11

для всіх σ  Є <?(/) і всіх /  Є Х(І) .  Ми завжди будемо розглядати простір Х(І) ,  наділений 
цією нормою.



Слідом за [17| будемо казати, що поліном Р  на Х{1)  є симетричним, якщо

P ( f o a )  =  P ( f )

для всіх σ Є 0(1) і всіх /  Є X(І).
Також, якщо д0 є підгрупою £(/), то поліном Р  називається £/0-інваріантним, коли 

P (f )  =  P ( f  о σ) для всіх σ  Є Go і всіх /  Є Х(І)·
Нехай Х ( І ) — переставно-інваріантний простір функцій на І. Розглянемо множину

J ( X )  =  {r  Є N : Х (І )  C Lr(I)}.

Якщо J ( X )  ф 0 , ТО для кожного r Є J { X )  можна розглянути поліноми

Pr(f) =  J  Г -

Ці поліноми називають елементарними симетричними поліномами на Х(І).  
Симетричні поліноми на просторах з симетричним базисом .
Нехай X  =  X(N) — банаховий простір з симетричним базисом {е„}. Поліном Р  на 

X  є симетричним, якщо для кожної перестановки σ  Є £(Ν)
ОО ОО

Р  ̂  ^ ] 0-іЄі̂  =  Р  ̂  ^   ̂ ■
г = 1 г = 1

Розглянемо скінченну групу (7„(Ν) перестановок на множині { 1 , . . . , « }  і σ-скінченну 
групу ^o(N) =  U„i?n(N), як підгрупу £(Ν). За неперервністю, поліном /  є симетричним 
тоді і тільки тоді, якщо він є £0(ГЮ-інваріантним. Справді, якщо Р  є ^0(^)-інваріантним
і σ Є £(Ν), то

°0  71 П  ОО

р( Σ а'е>) = і™ р( Σ =  і™ р( Σ а'е°м) =  р( Σ а'е̂ ) ·
г=1 г=1 г=1 г=1

Кажемо, що послідовність { хп} має нижню p-оцінку для деякого р >  1, якщо існує 
константа С > 0 така, що

ТІ j /р ^
с ( 5 > | ' )  < [j У ^агХі

г = 1  г = 1

для всіх аі , . . .  ,ап Є Ж. Зауважимо, що X  С  Іг тоді і тільки тоді, коли базис має нижню 
r-оцінку і тому, в цьому випадку, маємо:

J ( X )  =  {r  Є N : {еп} має нижню г-оцінку}.

Позначимо тепер щ (Х )  =  in fJ '(X ) (інфімум порожньої множини є оо). Тоді еле­
ментарні симетричні поліноми мають вигляд:

ОО ОО

Рг ̂  ^   ̂ОіЄг̂  'у а г 1

г=1 і—1

де r > П0(Х).

Теорема 1. [9] Нехай X  — банахів простір з симетричним базисом en, Р — симетричний 
поліном на X, позначимо k =  degP і N =  щ (Х).  Тоді

1. Якщо k < N, то Р  =  0.
2. Якщо k > N, тоді існує дійсний поліном q від декількох дійсних змінних такий,

ОО ОО ОО

р ( Х л е0  =  0 ( Σ Χ > · · · ’ Σ α*)
г=1 г=1 і=1

Д Л Я  КОЖНОГО а г('г Є X .

Симетричні поліноми на Х [0 ,1] та Х[0, оо).
Розглянемо Х [0 ,1] — сепарабельний переставно-інваріантний простір функцій на 

[0,1]. Зауважимо, що множина J ( X )  ніколи не є порожньою, оскільки завжди маємо, 
що Х [0 ,1] C Z/i[0,1].

Введемо величину

Пос(Х) =  sup{r Є N : Х [0 ,1] C Lr[0,1]}.

Отже, елементарні симетричні поліноми на Х [0 ,1] мають вигляд

W )  =  f  r
Jo

для кожного цілого r < пос(Х).

Теорема 2. [9] Нехай Х [0 ,1] * сепарабельний переставно-інваріантний простір функцій 
на [0,1] і розглянемо індекс п00(Х), визначений вище. Нехай Р  — Go{0,1]-інваріантний 
поліном на Х [0 ,1] і нехай k =  deg Р. Тоді існує дійсний поліном q декількох дійсних 
змінних такий, що

r : / · iv )
для всіх /  Є X, де m =  min{n00(X ), k}.

Для сепарабельного переставно-інваріантного простору функцій Х[0, оо) ми розгля­
немо наступні асоційовані простори:

*[°> !] =  { /  · Х[од] : /  Є Х[0, оо)}

-V(N) = [Х|„,
Зауважимо, що простір Х [0 ,1] є сепарабельним переставно-інваріантним простором 
функцій на [0,1] і X(N) є банаховим простором з симетричним базизом.

Для того, щоб описати множину J(X[Q, оо)), нам потрібна наступна лема.

Лема 1.1. [9] Нехай Х[0, оо) — сепарабельний переставно-інваріантний простір функ­
цій, Х [0 ,1] і X (N) — визначені вище. Розглянемо щ  =  πο(Χ(Ν)) і =  Поо(Х[0,1]).
Тоді:

1. Якщо п 0 >  Поо, то  J(X[ft, оо)) =  0 .

2. Якщо п0 < п0о, то J ( X [ 0, оо)) =  {п Є N : η0 < η <  гіоо}.



Теорема 3. [9] Нехай Х[0, оо) — сегіарабельний переставно-інваріантний простір фун­
кцій, Р — Qo-інваріантний поліном на Х[0, оо), k =  degP, щ  і η<*, — визначені вище. 
Тоді

1 . Якщо або По > Поо, або k < щ  <  оо, то Р  =  0.
2. Якщо п0 < Поо і no < k, тоді існує дійсний поліном q декількох дійсних змінних,

такий що

p(f) = q(J~r , ··

де m =  шіпіпоо, k}.

Субсиметричні поліноми
Нехай тепер X  — банаховий простір з субсиметричним базисом {е„}. Під субсимет- 

ричним базисом ми розуміємо безумовний базис на X , який є еквівалентним до кожної 
своєї підпослідовності.

η-однорідний поліном Р  на X  називається субсиметричним поліномом, якщо для 
всіх х\,. . . , хп Є К, де K =  R або K =  С, і всіх цілих п виконується наступне:

Р  ^  ^ %іЄі} Р  ^  Xj^kj ]
г=1 г=1

де кі < . .. < кп.
Зауважимо, що дане означення, яке було введене в роботі [10], співпадає з означен­

ням стандартних поліномів, що були представлені Немировським і Семеновим в [17]. 
Позначимо через n0(X ) =  minl7 (X ). Має місце наступна теорема.

Теорема 4. [10] Нехай X  — банахів простір з субсиметричним базисом en і N =  щ(Х).
Я кщ о  η > Ν, тоді кожен η-однорідний субсиметричний поліном може бути пред­

ставлений як лінійна комбінація елементарних η-однорідних субсиметричних поліномів

ОО

Ріг,..,*. ( Σ  Χηβη) = Σ  ' ‘ ■ Х (!)
п=1 ηι<· <п3

де Ії +  ■ · · +  І8 =  П І кожне ij > N.
Якщо η < N, тоді на X  не існує нетривіальних η-однорідних субсиметричних полі­

номів.

2 О п е р а т о р  з с у в у  у  п р о с т о р і  с и м е т р и ч н и х  а н а л і т и ч н и х  ф у н к ц ій  н а  і р

У даному розділі наведені результати, що стосуються симетричних поліномів на 
просторі ίρ, які отримані за допомогою введеного в роботі [1] оператора симетричного
зсуву.

Легко бачити, що для симетричної функції f (x )  на ίν функція f ( x  +  y) для деякого 
фіксованого у Є ір не є, взагалі кажучи, симетричною, тобто простір симетричних 
функцій не є інваріантним відносно звичайного оператора зсуву f (x )  (—> f ( x  +  y). У

[1] запропоновано інший зсув на ір, який зберігає простір симетричних аналітичних 
функцій.

Нехай х ,у  Є ір, χ =  (χ\,χ·2 ····) і у =  (уьуг, · · ·)· Визначимо симетричний зсув 
х ·  у Є ір формулою

хту =  (х1,у1,х2,у2,. . . ) .

Відзначимо основні властивості симетричного зсуву.

1. Якщо x =  ai(u) і у =  σ2(ν) для деяких підстановок σι, σ2, то х ·  у =  a(u ·  ν) для 
деякої підстановки σ  на Ν.

2. ||х *у||р =  ||х||р +  ||у||р.

3. Fn(x»y) =  Fn(x)+Fn(y) для довільного натурального η > р, де {Fk} є алгебраїчним
ОО

базисом в просторі симетричних поліномів на ір, -Ffc(x) =  .
г= 1

Позначимо через Ту оператор симетричного зсуву /(ж) і—► / ( х · у), через Нь{ір) буде­
мо позначати алгебру всіх цілих функцій обмеженого типу на ір (тобто цілих функцій, 
які є обмеженими на обмежених множинах), через Нь3(іР) — алгебру всіх симетричних 
цілих функцій обмеженого типу на ір.

Твердження 2.1. Ту є неперервним гомоморфізмом алгебри Ньа{іР) в себе.

Доведення. Спочатку покажемо, що якщо /(х )  Є Нь3(ір), то і / ( х  ·  у) Є НЬз(ір) для 
кожного фіксованого у Є ір. Дійсно, симетричний зсув х »у  можемо записати у вигляді 
х ·  у =  х * 0  +  0 » у .  Відображення х і—» х ·  0 є лінійною сюр’єкцією на підпростір Z 
простору ір, який є замкненою лінійною оболонкою {еі, е3, . . . ,  е2п+і , . . . } .  Згідно з [3], 
/ ( х  +  у) Є Нь{ір) для кожного фіксованого у, і тому / ( х  +  0 ·  у) Є Нь(ір) для кожного 
фіксованого у. Зокрема, звуження /( х  +  0 ·  у) на Z належить до Hb(Z). Таким чином, 
/ ( х  ·  у) =  /(ж  ·  0 +  0 ·  у) Є Нь(ір) для кожного у. З іншого боку, очевидно, що / ( х  ·  у)
— симетрична функція, отже, / ( х  ·  у) належить простору Нь3{ір).

Нехай / (х) ,у(х)  Є Ньз(ір). Оператор Ту є лінійним і мультиплікативним, оскільки

Ty(f{x) + g (x ) )  =  } { χ · ν ) + 9 ( χ · ν )  =  Ty{f(x))  +  Ty(g(x)),

Ty(f{x)g(x)) =  / ( x  ·  y)g{x ·  y) =  Tys( /(x ) )r ys(y(x)).

Нехай x ,y  Є ip i ||x|| < ||y|| < r. Тоді ||x ·  y|| < 2r i

\Tyf{x)\ <  s u p  \f(z)\ =  l l / I b r .
Il*ll<2r

Отже, Ту є неперервним оператором. □

Нехай
•771 ^х : = £ · · · # £  і ·  Хі := Хі ·  · · · ·  хт .

лг г=1
771



З властивості 3 випливає, що F^(xtm) =  ш .^(х) і Fk ̂  xij =  ^  Fk(xt) для довільного
i=l

натурального m і k > p.
Зауважимо, що в означенні симетричного зсуву суттєвим є те, що простір нескінчен- 

новимірний. Надалі ми завжди вважатимемо, що симетричні поліноми визначені на 
нескінченновимірному £р.

2.1 Аналог формули Мартіна для симетричних поліномів.

Нехай Р(х) =  Рп(х) + ■■■ +  Р0 - розклад деякого полінома Р  на однорідні доданки. 
Нагадаймо, що згідно з формулою Мартіна [14], для будь-яких попарно різних чисел 
bo, . . . ,bn існує квадратна невироджена матриця А(п , b ), (п+  1) x (п +  1), яка залежить 
тільки від b =  (bo, ■■■, bn) така, що

/  рп(х) \ /  P(bnx) \

■ = А(п, b )

V Го у \ Р(Ьох) )

Таким чином, за допомогою формули Мартіна можна обчислити однорідну компо­
ненту Рк, к = 0 , . . . ,  п, довільного неоднорідного полінома Р  степеня п.

Нехай тепер Р — симетричний поліном степеня n > р на £р. Як було зауважено 
вище, існує поліном Q(u\p-\,. . .  ,ип) від п — \р\ +  1 змінних, такий що

P(x) =  Q(FM (x ) , . . . , F n(x)),

де [р] — найменше ціле число, яке є більшим або дорівнює р.
Скажемо, що симетричний поліном Р  є цілком однорідним поліномом степеня (n, т), 

якщо Р — η-однорідний і відповідний йому поліном Q — m-однорідний. Наприклад, 
FjF'j +  F22 буде цілком однорідним поліномом степеня (4, 2), a Ff  + F2 — однорідним 
степеня 2, але не цілком однорідним. Очевидно, що кожен симетричний поліном можна 
подати (єдиним чином) у вигляді скінченної суми цілком однорідних. У [1] отримано 
спосіб знаходження такого розкладу, використовуючи симетричний зсув та формулу 
Мартіна.

Поліном Q, взагалі кажучи, неоднорідний і degQ < п. Нехай Q =  Qn + · · · + Qo — 
розклад Q на однорідні доданки. Візьмемо довільний набір попарно різних натуральних 
чисел m =  (то, ■.. ,тп) і запишемо формулу (2) для Q. Маємо:

(  Q n (u )  \

\ Qo у
=  А(п, т)

або

Оскільки

( Qn(FM (x), . . . ,Fn(x))

\ Qo

(  Q(mnFlp] (x ) , . . . ,  mnFn(x))
A(n, m )

\ Q(moFM ( x ) , m 0Fn(x))

то, згідно з (2),

Р(х'ТПк) =  Q(mkFM (x ) , .. , ,m kFn(x)),

(  Qn(F\p](x) , . . .  ,Fn(x)) \

\ Qo

\ / Р(х,т ") \
=  А(п, т)

\ Р(х*т°) ]
(3 )

Застосуємо операцію спряження до рівності (2) для випадку простору £р, отримаємо:

(Рп(х), ■ ■ ■, Р0(х)) =  (Р(Ьпх ) , . . . ,  P(b0x))A*(n, b ).

Очевидно, що для довільного 0 < к <  п має місце наступна рівність:

або ж

(Рп(х-тк) , . . . ,  Р0(х-тк)) =  (.Р(Ьпх ·"“ ) , . . . ,  Р(Ь0х-тк))А*(п, b ),

(  Рп(х%7Пп) ■·· Р0(х*піп) \

\ Рп(х*т°) ··· Ро(х'т «) )  

(  Р(Ьпх'т") ··· Р(Ьох*т” ) \
А*(п, Ь). (4 )

V Р(Ьпх·™0) ·■· Р(Ьох*т°)

Очевидно, що якщо Р — η-однорідний поліном, то Qk — (η , А:)-цілком однорідний
П

поліном. В загальному випадку, нехай P =  Q(i, j)  — розклад симетричного поліно-
i,j=0

ма Р  на цілком однорідні доданки, де Q (i , j ) — деякі (г,^')-цілком однорідні поліноми. 
Зауважимо, що Q (i , j ) =  0 при і < j. Домножимо рівність (4) на матрицю А(п, т) зліва 
і, комбінуючи (3) і (4), отримуємо наступну теорему.



Теорема 5. Для довільного набору попарно різних дійсних чисел b =  (60, ... Ьп) та 
попарно різних натуральних чисел m =  (m0, ■ ■ ■ ,mn) існують невироджені матриці 
A(n, b ) і A(n, т) такі, що для довільного симетричного полінома Р степеня η

(  Q(n, η) ■·· Q(0,n)

\Q (n ,  0) ■■· <3(0,0)

/  P(bnx 'm") ··· P(b0x9mn) )
A(n, m) A*(n, b ).

\ P(bnx*m°) ■ ■ ■ P(b0x*m°) J

2.2 Аналог поляризаційної формули для симетричних поліно­
мів.

В даному підрозділі доведено аналог поляризаційної формули для симетричних полі­
номів. Нагадаємо, що поляризаційна формула є відомим класичним результатом (див., 
напр. [14], [15]), дозволяє відновити η-лінійну симетричну форму А за п-однорідним 
поліномом Р  і має вигляд:

А { х \ ,. · ·, х п) =  Σ  є і ■ ■ єпр (  ^ 2 £ix j ) .
ζ  η · β1= ± ι  4  j = ί '

(5 )

Припустимо, що P — симетричний поліном степеня n > р на ір, Р(х)  =  Q{F\P] (х ) , . . . ,  
Fn(x)) такий, що Q — η-однорідний поліном. Нехай Q — симетрична η-лінійна форма, 
що породжує η-однорідний поліном Q, тобто Q (t)  =  Q ( t , . . . ,  t ) . Виведемо формулу, яка

відновлює η-лінійну форму Q за поліномом Р.
Для довільного номера k позначимо через a0,fc> · · · > ak-i,k комплексні корені А;-ого 

степеня з 1. Тобто =  e2min/k. Наступна лема, мабуть, добре відома.

Лема 2.1. Для будь-якого натурального п
k - 1 f

Σ <* =
m=0 ^

k якщо n =  0 mod k, 
0 в іншому випадку.

Доведення. Оскільки a ^ k =  то достатньо довести лему для випадку n < k.
З теореми Вієта випливає, що однорідні симетричні поліноми степеня 0 < n < k від

k- 1
коренів многочлена хк =  1 дорівнюють нулю. Зокрема, ^  a” =  0 при η < к. □

7 71=0

Лема 2.2. Для кожного натурального η > \р] і скінченного набору векторів х\р\,- ■ ■, 
хп Є Ір існує елемент 7„(х[р] ,. ■ ■, хп) Є ір такий, що

•^(Тп^Грі 1 · · · ; Хп)) Fk(xk)

для довільного \р] < k < п.

Доведення. Позначимо
n t \ п ті—1 Oix j
β η ( χ ]ρ], . . . , χ η ) : =  ·  ·  — = x j .

j=fpi г=о

Для довільного натурального k позначимо через J(k) множину дільників числа k. Вра­
ховуючи лему 2.1 і властивість 3 симетричного зсуву, маємо:

Fk{Pn(x\p\ , · · · ! Хп))  =  'y  y .kj j  F k (Xj ) .

j e J ( k )  3

Зокрема, F|-p](/3n(x|-p-|,. . .  ,хп)) =  Ffp-j(xfp̂ ). Припустимо, що для деякого І < п ми зна­
йшли елемент β ιη {χ\ρ\, ■ ■ ■ ,хп) Є ір такий, що

Fk(βη{хГрі > · · ■ і Хп)) — Fk(xk)

при k < І, і
F M ( x \ pb· ■ · , Χ η ) )  =  c j F k i x j )

j < k

при I < k < n, де Cj — деякі константи і ck =  1. Покладемо

βη (яГРІ і · · · > Хп) ■ βη{хГрі , · · ■ , Хп)®

· ( .  *р1^п(Р’ · - ’ Q’ ( - ΐ ) 1/ί+1^ ^ , ο , . . . ,о)).
І

Тоді
Fk(ftn\xГрі, · · · , х п)) =  Fk(xk)

при k < І +  1 і
Fk№n+1{x\p] , ■■■,  Хп) )  =  Σ  C'iF k i Xi )

j < k

при І +  1 < k < п для деяких констант c' і с'к =  1. Залишилось покласти 
Ίη(χ\ρ]  , . . . , х п ) =  β η ( χ \ ρ 1 , · · · ,  Хп) ,  а 7 „ (х гр ] , · · · , Χ η )  —  шуканий елемент. □

Наслідок 2.1. Нехай Р — симетричний поліном степеня η > р на ір. Тоді

F(ln(хГрі і · ■ ■ j Xn)) Q(F[pi (жГр] ) ’ · · · > Fn(xn)).

Нехай еі , . . . ,  еп — стандартний базис в η-вимірному просторі. Перепозначимо його 
для нашого випадку через е |у|, . . . ,  еп. Ми можемо записати

71

Р(х) =  Q(FM (x) , .. . , F n(x)) =  Σ  Fk(x)eky
к~  Грі

Теорема 6. Нехай Р — симетричний поліном на ір такий, що відповідний поліном Q 
η-однорідний. Тоді η-лінійна симетрична форма Q має вигляд:

71 71

ζ ?  ̂ ^   ̂ Fk(xГрі)є/с,. . . ,  ^   ̂ Fk[x·,i)ek̂  =
*:=Гр 1 k=\p]

=  2ηη\ Σ '  εηΡ(  ̂i=·  Ίη{ε%Χί, ■ ■ ■, £ίΧίΫ) ■
' £j=±l



Доведення. Згідно з наслідком 2.1,

Р  ( ·  Уп j · · · 7 )\ і= Грі /

Q î FГрі (  *  ̂'їпі^іХі, . . . , Ε χ Χ ί , . . . ,  Fn  ̂. ® -j Ί/η ΐ̂Χΐ, ■ · ■, £іХі)  ̂̂

η η
Q ̂  ^  ̂ F [рі ('Уп(Є-І%Іі ■ ■ ■ > Єі̂ іУ) 1 ■ · · 1 ̂ Fnipin^iXil ■ ■ · 1

г=Гр1 І=ЇР]
п п

У ' F[p~j (ЄгХі)> ■ ■ ■ і У ] Fra(£jXj)^
г= Грі *=Гр1

η п п

Q { T , £ii FГРі(^) , . . . ,Я„(хг) ) )  = ^ ( Σ ε»( Σ  № κ ) ) ·
і=Гр1 *=Γρ1 *=Γρ1

Далі, застосовуємо поляризаційну формулу (5), взявши замість Р  поліном Q, а замість
П

Хі — вектор Ύ ,  Рк{хг)Єк· 1=1
*= Грі

2.3 Диференціювання в алгебрі симетричних поліномів.

Нагадаєм, що лінійний оператор D, визначений на алгебрі, називається диференцію­
ванням, якщо для нього виконується правило Лейбніца, тобто D(fg)  =  D (f)g  +  fD(g)  
для довільних f  і g з даної алгебри.

Нехай h Є £р, т Є N, \р] < m < п і Р  — симетричний поліном степеня n > р на £р. 
Визначимо

р ( х * (  Д  ^ 7™(*k,mh^ -  Р{х)
DmP(x)[h} ■.= lim V V fc- ° ...— ------ U----------- -

Теорема 7. Оператор DmP(x)[h] є диференціюванням на алгебрі симетричних поліно­
мів. Я кщ о  Р ( х ) =  Q(F|p|(x),. . . ,  Fn(x)), то

DmP(x)[h] = ^ ( F M (i) ,. . . ,F „ (x ))F „ ( /> ) , (6)

де 4 ·̂-----диференціювання по um полінома Q(urpi , . . . ,  un).
OUm

Доведення. Оскільки відображення P  і—» Q є гомоморфізм алгебри симетричних полі­
номів, породжених Ffp],.. . ,Fn, в алгебру поліномів від η — \р] +  1 змінних, і — 
оператор диференціювання на алгебрі поліномів від η — [р] +  1 змінних, то достатньо 
перевірити формулу (6). Використовуючи властивості симетричного зсуву і означення 
Dm, маємо:

DmP(x)[h] =

limλ—*о
г<21(f w (x · !( fc*o т 1/™ > · · · ’ Fn 1(χ·|( Λ  ті/так,тЬ)У)

[ Ат

Q(F\p] (х) , .. .  ,Fn(x))
λ71

lim
A—>0

J2k=0 Q(FW (x), . . . , F n(χ))

limλ-»0

ДЄ fJ'k

Am Am

Q(F\p-\(x) , . . .  ,Fm_ !( j) , Fm(x) +  μτηλτηFm(h),. .  . ,F „(x )+

μη\ητηΓ*τFn(/?.)) _  Q(FM {x ) , .. . ,F n(x))
Xm \ m

1, якщо к =  0 mod m,
0 в протилежному випадку.

Якщо позначити uk =  Ffc(x), ak — Fk{h), t =  Am, отримаємо:
DmP(x)[h\ =

limt—o
Q (u \p} 5 · · · i ^m—1) "b ^m+1 μτη+1̂  m _ t _ 1 , . . . , Un~̂ ~

μηί ” (!„) Q(uГрі , . . .  , un)
i t 

де rm+1 ,rn — деякі числа, більші за одиницю. Тому 
DmP(x)[h] =

lim Грі ’ ■ · · ί 1 ? “Ь tci) , . . . , ΊΙγι) Q(̂ \̂p] ? * · · > ̂ n)
t t

dQ
дУ'т.

Грі ’ ■ ■ ■ > ~дй ( Р Гр1 ( ^ ) i ■ ■ · > F n i x f j F m (Λ .) .

□

З Оператори симетризації. Множини максимальних ідеалів

В цьому розділі ми застосуємо деякі властивості симетричних та субсиметричних 
функцій, а також властивості оператора симетричного зсуву для дослідження спектру 
алгебри симетричних та субсиметричних цілих функцій обмеженого типу на просторі 
р < ,р .

Введемо деякі необхідні нам поняття. Нехай X, Y  — банахові алгебри. Відображення 
F  : X  —> Y  називається гомоморфізмом алгебри X  в Y, якщо F  — мультиплікативний 
лінійний оператор.

Нехай X  — комутативна банахова алгебра. Підмножина І  C X  називається ідеалом, 
якщо І  є векторним підпростором X  і ху ζ  І  для довільних х Є X , у Є І . Ідеал І φ X



називається власним ідеалом. Власний ідеал, який не міститься в жодному більшому 
власному ідеалі, називається максимальним ідеалом.

Для банахової алгебри X  через Μ (X ) будемо позначати множину всіх комплексних 
гомоморфізмів. Множина М (Х )  називається спектром алгебри X. Комплексні гомо- 
морфізми також називають мультиплікативними лінійними функціоналами або харак­
терами алгебри X.

У випадку, коли X  — комутативна банахова алгебра, існує взаємнооднозначна відпо­
відність між множиною комплексних гомоморфізмів і множиною максимальних ідеалів 
алгебри X.

3.1 Звуження характерів алгебри Нь(Рр) на Нь8(ір)

Як і раніше, через Нь(£р) будемо позначати алгебру всіх цілих функцій обмеженого 
типу на £р зі спектром Мь(£р), через Hbs(£p) — алгебру всіх симетричних цілих функцій 
обмеженого типу на С.р зі спектром Mbs(£p).

Оскільки Hbs(£p) є (замкненим) підпростором в Нь(£р), то звуження φ3 кожного 
характеру φ Є Мь на простір Hbs(£p) є елементом множини Mbs. При цьому φ3 =  ψ3 для 
φ,ψ Є Мь тоді і тільки тоді, коли φ(/)  =  ip(f) для всіх /  Є Hbs(£p).

Нагадаємо, що у роботі [18} описано множину максимальних ідеалів МЬ(Х)  алгебри 
НЬ( Х ) для довільного банахового простору X  наступним чином:

Теорема 8. Існує п о сл ід о в н іс т ь  спряжених банахових просторів (Ek)kLx, Е\ =  X ", і 
вкладень δ ^  : Ek —> Mb{X) таких, що кожен характер φ Є МЬ( Х ) подається у  вигляді

φ = *  * < * ) ( „ * ) ,  
к=1

Де Ufc Є Ek·

Простори Ek мають таку властивість, що P(uk) := δ ^ (η ^ (Ρ )  =  0 для всіх однорід­
них поліномів Р, 0 < deg Р < к, і кожен Ek можна зобразити як замкнений підпростір 
У другому спряженому ДО проективного тензорного добутку: Ek  C (X  ® S|1r ■ ■ ■ ®s,n X ) " ■ 

Іншими словами, МЬ(Х)  можна подати як простір послідовностей {{и^} : Uk Є Ek}. 
Операція згортки ” *  ” для елементів з МЬ(Х)  визначена формулою

(* > *« )( /)  = # ( / ( ■  + 1))), (7)

де /  Є Н„(Х).
Оскільки оператор зсуву Тх : f  і—> /( ·  +  х) не зберігає симетричності функції / ,  

якщо /  Є Hbs(£p), то формула (7) не є коректною для визначення згортки характерів 
алгебри симетричних аналітичних функцій Hbs(£p). Проте, для довільних φ,θ Є Мь, 
(іφ ^ Θ)3 Є Mbs.

Таким чином, якщо Θ Є Mbs і існує характер ψ Є Мь такий, що θ =  φ*, то Θ можна 
подати у вигляді

0 =  ( J / (fc)M ) S (8)

для деяких Uk Є Ек(Єр). Питання про те, чи кожен характер Θ Є Mbs можна зобразити 
формулою (8), зводиться до питання про те, чи кожен характер Θ Є Mbs можна продов­
жити до деякого характера φ Є Мь.

Твердження 3.1. Припустимо, що існує неперервний гомоморфізм Ф : Нь(£р) —> 
Hbs(ip), ЯКИЙ є проектором на Hbs(ip) , тобто Ф(/)  =  f  для довільної функції f  Є Hbs(ip). 
Тоді кожен характер Θ Є Mbs продовжується до деякого характеру φ Є Мь за формулою

φ(ί)  =  θ(Φ(ί)),

де  f  Є Нь(£р) і оператор продовження Θ > φ є неперервним відображенням з Mbs в Мь.

Доведення. Оскільки Θ і Ф — неперервні гомоморфізми, то φ =  Θ о Ф — неперервний 
гомоморфізм з НЬ(СР) в С, тобто φ Є Мь.

Нехай θα — збіжна до θ0 напрямленість в Mbs, тобто 9a( f )  —> θ0 ( / )  для довільної 
функції /  Є НЬз(£р). Якщо g Є Нь(£р), то Ф(д) Є НЬз(£р) і ч>а(д) =  θα(Φ(д)) -> Θ0{Φ(д)) =  
іро(д) для довільної функції д Є Нь(£р). Отже, оператор θ*-+φ =  θ ο Φ ε  неперервним 
відображенням. □

Зауважимо, що замість алгебри симетричних аналітичних функцій обмеженого типу 
на £р у твердженні 3.1 можна розглядати алгебру аналітичних функцій обмеженого 
типу на довільному банаховому просторі X,  які є симетричними відносно дії деякої 
напівгрупи ізометричних операторів. Зокрема, твердження 3.1 буде правильним для 
алгебри субсиметричних аналітичних функцій обмеженого типу на £р.

Маючи оператор симетричного зсуву / · —►/(■· x), f  Є Hbs(£p), який є гомоморфі­
змом алгебри Hbs(£p) в себе, ми можемо означити симетричну згортку елементів з Mbs 
наступним чином:

(¥>* W )  =  ¥>(0 ( / ( ·  · * ) ) ) ,

де /  Є Hbs(£p), φ,θ Є Mbs. Зауважимо, що в загальному випадку φ*θ Φ φ % Θ на Hbs(£p), 
навіть якщо φ і Θ — функціонали значень в точках £р.

Твердження 3.2. Операція симетричної згортки є асоціативною, комутативною і

( < р * ф т )  =  ¥>(гк) + ф ( г к) (9)

для довільних φ,ψ Є Mbs і к >  \р~\.

Доведення. Перевіримо спочатку формулу (9). Маємо, що (φ * ip)(Fk) =  (/?(^(і^(у ·  
ж))) =  y# (*fc(y ) +  Fk(x))) =  4>{i>{Fk) +  Fk(x)) =  i/f(Fk) +  <̂ (Ffc). Очевидно, що з цієї 
формули випливає асоціативність і комутативність на Fk, к > \р\. Оскільки кожен 
симетричний поліном подається у вигляді алгебраїчної комбінації поліномів Fk, к > 
\р~\ і кожна функція з Hbs(£p) рівномірно наближається симетричними поліномами, то 
операція згортки є асоціативною і комутативною. □



Твердження 3.3. Якщо існує гомоморфізм Ф (як у  твердженні 3.1), то для довільних 
характерів ψ і Θ Є Mbs(£p) існують характери ψ і ξ Є Мь(£р) такі, що </?(/) =  (/-’( /) ,
е д  =  a n  і

(</>* W )  =  (^ * £ ) ( / )

Д ЛЯ ВСІХ функцій /  Є H b s ( i p ) .

Доведення. Розглянемо спочатку випадок, коли φ і Θ — функціонали значення в точках 
простору £р, тобто </?(/) =  f (x )  і 9(f) =  f (y )  для деяких х, у Є ір. Покладемо x' =  χ · 0  =  
(жі, 0, х2і 0, . . . )  і у' =  0 » у  =  (0, уі,0, у2, ■ ■ ■)■ Очевидно, що f (x )  =  f ( x ’), f {y )  =  f{y')  для 
всіх /  Є H bs( £P)  і x' +  у' =  х ’ •у'· Отже, =  δ(χ,)* δ(ν'Κ Покладемо ψ =  δ і ξ =
δ Зауважимо, що в цьому випадку твердження леми виконується без припущення 
про існування гомоморфізма Ф.

Розглянемо загальний випадок. Нехай φ, Θ — довільні елементи з Мьа. В умовах леми 
існують продовження φ° і 9° Є Мь. Згідно з [3], існують напрямленості (xQ) і (yp) в ір 
такі, що φ°(Ρ) = limQ P(xa) і Θ°(Ρ) =  limβΡ(χβ)  для довільного полінома Р  Є V(ip). 
Покладемо х'а =  ха ·  0 і у'0 =  0 ·  у$. Тоді ψ(Ρ) =  lima Р(х'а) і ξ(Ρ)  = lim/? Р(х'0).

Зауважимо, шо границі існують для всіх поліномів Р  Є V(ip). Справді, нехай 
Т+(х) := х ·  0. Легко бачити, що Т+ — лінійний неперервний оператор на ίρ. Тому, 
для кожного полінома Р  Є V(CP) відображення Q =  Р о Т+ також є поліномом з V(£p). 
Оскільки φ визначено для всіх поліномів, то ψ(Ρ) = </?(Q)· Очевидно, що якщо Р  — 
симетричний, то ψ(Ρ) = φ(Ρ),  аналогічно £(Р) =  Θ(Ρ) і (φ*θ) (Ρ ) =  (ψ % ξ)(Ρ).  Оскіль­
ки це вірно для всіх симетричних поліномів, то ця рівність виконується для довільної 
функції /  Є НЬз(ір). □

Існування гомоморфізму-проектора з Нь(£р) на Нь3(£Р) та умови його неперервності 
досліджуються у наступних підрозділах.

3.2 Усереднююча симетризація

Для даної топологічної напівгрупи G позначимо через 13(G) банахову алгебру всіх обме­
жених комплексних функцій на G і через C(G) підалгебру всіх неперервних функцій.

Через U позначимо С*-підалгебру алгебри B(G). Середнім значенням U називається 
комплекснозначний лінійний функціонал φ на U, який є позитивним (тобто ψ(f )  >  0, 
коли /  >  0 для /  Є B(G)) і φ(1) =  1. Середнє значення φ називається інваріантним (або 
бі-інваріантним), якщо воно є інваріантним відносно лівого і правого зсуву довільного 
елемента g Є G.

Топологічна напівгрупа G називається аменабельною, якщо існує інваріантне серед­
нє B(G). Позначимо Q0 =  UneN^«> Де ~  група підстановок на множині {1 , . . .  ,п}. 
Добре відомо (див. [4, ст. 89]), що Qo є аменабельною групою. Нехай А — дискретна міра 
Хаара на Q0, λ(σ) =  1 для довільного σ Є Qo- Легко бачити, що для кожного σ Є Go

де символ Δ  позначає симетричну різницю множин. Тоді, згідно з [4, ст. 80, ст. 147], 
існує інваріантне середнє на C(Qо), яке визначається наступним чином:

p(g) =  \imX(Gn)~1 ί g(a)d\a =  l i m ^ -  ^  5 ( σ ), (Ю)
u u n] σ£<?η

де U — деякий вільний ультрафільтр на множині натуральних чисел.
Нехай тепер G — підгрупа ізометричних операторів на банаховому просторі X  і V

— G-симетрична підмножина X  (нагадаємо, що підмножина V  C X  називається G- 
симетричною, якщо вона є інваріантною відносно дії групи G на X ). Припускаємо, що 
G наділена топологією поточкової збіжності на X. Для даної підалгебри А обмежених 
функцій на V, /  Є А і х Є V  визначаємо функцію на G, ( f ,x )  Є B(G) наступним чином: 
( f ,x )(a)  =  f(a(x)).  Якщо /  є неперервною, то ( /, х) — неперервна також.

Твердження 3 .4 . Нехай ψ — неперервне інваріантне середнє U C B(G) і А — рів­
номірна алгебра неперервних функцій на V, таких що (f ,x)  Є U для кожного f  Є А і 
χ ζ  V. Тоді існує неперервний оператор симетризацїї δ ψ, який відображає А в рівномірну 
алгебру обмежених G-симетричних функцій на X.

Доведення. Покладемо
$φ(ί) =  <p{f,x)·

Оскільки φ є інваріантним середнім U і ( / ,  х) Є U, то

δ φ(ί) (σχ)  =  φ(ί ,σ(χ) )  =  φ(/,σ0(χ)) =  Sv(f)(x),

де σ0 є тотожнім на G. Таким чином, Sv(f)  є симетричним. Очевидно, що якщо ||х|| < 
1, тоді II( / , rc)II < 11/11 і множина { ( f , x ): ||/|| < 1 і ||х|| < 1} є підмножиною 
{ ( f , x ) ·  ||(/,*)|| < 1}· Звідси

II3J =  SUP Μ/>·)|| =  SUP \ψ(ί,χ)\< sup \<p(f,x)\ =  \\φ\\.
ІІЛІ<і І* ІІ< і,Ш <і ІІ(/,х)ІІ<і

Наслідок 3 . 1. Нехай V — Go-симетрична підмножина ίρ, 1 < р < сю. Тоді існує не­
перервний лінійний оператор проекції S з алгебри Сь(У) неперервних, обмежених на 
обмежених підмножинах функцій на V, в алгебру BS(V) Go-симетричних обмежених 
функцій на V, такий що

S(f) (x )  =  lim — /(σ(χ)) (11)
u η\ Δ—/

VtzGn

||5(/)||v:=sup|5(/)(*)|<||/||v.
x € V

Доведення. Нехай φ — інваріантне середнє на Go, Щ °  визначається формулою ( 10) .  По­
кладемо S  := S<p(f). За твердженням 3 .4 , S є неперервним лінійним відображенням



з C b ( V )  в B S( V ) .  Оскільки S{f )  =  /  для довільного /  Є В 8 ( У ) ,  то 5  є проектором. 
Формула ( 11) безпосередньо випливає з ( 10) .

Оскільки множина V є симетричною, то ||/(σ(·))||ν =  ||/||ν Для кожного σ  Є Со­
тому для кожного п

σ€ΰη η ·у  (їЄУп

□
Твердження 3.5. Нехай V є Q0 - симетрично ю множиною на просторі £р, 1 < р < оо. 
Якщо функція f  — рівномірно неперервна на V, тоді S ( f )  є рівномірно неперервною на 
V. Якщо множина V є відкритою і f  — аналітична на V, тоді S ( f )  — аналітична на V.

Доведення. Нехай дано є > 0 і нехай δ > 0 є таким, що якщо ||х -  у|| < <5, то \f(x) -  
/(у)І < ε. Оскільки з того, що ||х -  у|| < δ випливає, що ||σ(χ) -  <т(у)[| < δ, то звідси 
маємо:

 ̂Σ /и*)) - ̂  Σ < ε·
cr(zG n  σ ζ .§ τ \

Відповідно, 15(/)(x) -<S( / ) (y) ( < ε.
Для доведення останнього твердження достатньо показати, що якщо Р  є п-однорід- 

ним поліномом, то і <S(P) є η-однорідним поліномом. А це, в свою чергу, випливає з 
лінійності відображення σ : х м  σ(χ)  для довільного σ  Є Go- ^

Наслідок 3.2. Простір НЬз(£р) є доповнювальним замкненим підгіростором в Нь{£р).

Наступний приклад показує, що S не є гомоморфізмом.

Приклад 3.1. Нехай P  і Q — два функціонали на задані наступним чином:

Ρ(χ) = Σ Χ2ί~1 1 Q(x) = ^ X2i· 
i = 1 І=1

Зауважимо, що
оо - ОО 1  оо °°

«(Ε = 'і?1 я (Σ Σ *■«>) = “її, η\ (Σ Σ х"«>) = Σ х‘-
і=і σ£<?η і—1 cr€Qn і=1 і= 1

Оскільки (P +  Q)(x) =  Σ Xi і Q є композицією Р  та оператора зсуву, то ми отри-
і=1муємо:

Але

.. ОО

5(Р )(х) =  S(Q)(x) =  r  Σ  я*.
г=1

S(P)S(Q)(x) =  ̂Σ  ХіХі ^ Σ  x2i-iZ2j) = S(PQ)(x),
i,j= 1 «J=l

оскільки «S(P)<S(Q)0r) містить доданки |х2, i = 1,2, . . . ,  a S(PQ)(x) не містить їх.

3.3 Симетризуючий гомоморфізм для субсиметричних поліно­
мів

В [10] Р. Гонзало, використовуючи техніку розсіюючої моделі (spriding model), побудува­
ла гомоморфізм з простору всіх неперервних поліномів V( X)  на довільному банаховому 
просторі X  з субсиметричним базисом на простір неперервних субсиметричних поліно­
мів VSb3(X),  який ми позначимо <5ЗЬч.

Зокрема, нею доведено, що для заданого полінома Р  на £р існують нескінченна мно­
жина цілих індексів Н і поліном Р* на £р, такі що:

k k 
Р*{  У^х»е») = lim р ( У > <Єп<)·

г=  1 Щ  <  · ■ · <  Tlk г=1

rij Є Н

Зауважимо, що deg P* < deg Р.
З г і д н о  з  [8, ст. 122, 123], Р* можна описати наступним чином. Нехай U — вільний 

ультрафільтр на N. Тоді
k k 

Ρ * ( Σ ^ )  = Ш п . . . Ш п Р ( 5 ^ х іеП4) .  (12)
г=1 ’ ’ г=1

Формула (12) означає, що спочатку ми беремо границю по ультрафільтру U для індексу 
к, Пь при базисному елементі ек з координатою хк- Цю границю позначаємо

lim Р(хіеі +  .. .  +  Xfc-iefc_i +  x„e„fc).U,k

Дана границя існує (оскільки Р — обмежений). Далі ми беремо границю для індексу 
к -  1 -w Пк-\ при efc_! і т. д.

Таким чином, Р* залежить тільки від Р  і ультрафільтра U. Позначимо через &ЗЬя 
відображення Ρ  ь-> Р* для фіксованого вільного ультрафільтра U. Легко бачити, що 
Р* є субсиметричним на £р. З (12) випливає, що &ЗЬя є гомоморфізм і що ||Р* II <  І|Р||.

Відзначимо, що в доведенні теореми 3.1 в [10] суттєвим є те, що відображення, яке 
поліному Р  ставить у відповідність поліном Р*, є гомоморфізмом.

Позначимо через 0  напівгрупу, породжену ізометричними операторами /?*,

β ι ·  ( Х і , Х 2 ,  · · ■) |- > ( х і ,  ■ ■ - , Х і - 1 , 0 , Х і ,  ■ ■ ·)·

Зауважимо, що функція — субсиметрична тоді і тільки тоді, коли вона є інваріан­
тною відносно дії операторів Д.

Наслідок 3.3. Нехай V є ®-симетричною областю £р, 1 < р < оо. Тоді гомоморфізм 
&Sbs може бути продовжений до неперевного гомоморфізму на довільній алгебрі А  ана­
літичних функцій на V, де поліноми є щільними в її підалгебрі Д ,^ субсиметричних 
функцій на V. Більше того, якщо функція /  — неперервна на замиканні V, то <5ЗЬз(/) 
— неперервна на V, і якщо функція f  обмежена на деякій субсиметричній підмножині 
Vo C V, то це ж справедливе для &ЗЬч ( / ) .

Будемо позначати це продовження тим самим символом Є ЗЬя.



Наслідок 3.4. Кожен характер ψ Є MbSbs (£Р) продовжується до деякого характеру 
ф Є Мь(ір) за формулою:

ФІЛ =  ^ (в *ь. (Л ) ,
де f  є  Нь(£р).

3.4 Симетризуючий гомоморфізм для симетричних поліномів

Позначимо через Vn(£\) (Vs,n{£i), VSba,n(£\)) алгебру (симетричних, субсиметричних) 
поліномів на £у, породжену всіма (симетричними, субсиметричними) поліномами сте­
пеня < п. Також позначення НЬіП(Єі), НЬа<п(£і), НЗЬяіП(£і), Мь>п(£і) Mb̂ n(£i) і MSbstTl(£i) 
мають відповідний сенс.

Приклад 3.2. Розглянемо випадок η =  2. Оскільки Ньа,2{£і) =  ДSb?>2( î), то звуже­
ння &зь ,2 простору 6.,ь на простір Нь,2(£\) є проективним гомоморфізмом з ЯЬ,2(^і) 
на Hbs,2{£і)· Нехай Θ: Hbs2{£\) —► Hbs,2(£i) — гомоморфізм, визначений на базисних 
функціях F\, F2 наступним чином: Q(Fi) =  F2,Q(F2) =  F\. Згідно з [2|, існує топологі­
чний ізоморфізм між алгеброю НЬз<2(£і) і алгеброю цілих функцій двох змінних Н(С2), 
заданий так, що

Ньз,2І?і) 3 u(Fi(x),F2(x)) <-> u(tu t2) Є Я (С 2).

Очевидно, ЩО Θ Є неперервним. Тому Θ о  <5Sbs —  неперервний гомоморфізм З Н3'2(£\) в  

себе з наступною ’’патологічною” властивістю: Θ о © Sbs (Fi) =  F2 і θ  о © Sfcs (F2) =  F\.

Нагадаємо, що в роботі [5] виписано у явному вигляді алгебраїчний базис для прос­
тору субсиметричних поліномів на просторі ί\ для випадку ті =  3. Зауважимо, що в 
загальному випадку для довільного η в [11) доведено існування алгебраїчного базису 
у просторі субсиметричних поліномів на просторі £р, який містить алгебраїчний базис 
симетричних поліномів.

Таким чином, використовуючи результати, одержані в [11}, та продовжуючи ідею з 
[5], отримуємо наступне твердження.

Твердження 3.6. Існує неперервний гомоморфізм &,%п з v n(h) на Vs,n(£i), такий що 
&s,n{P) =  Р , якщо Р є симетричним.

Наслідок 3.5. Існує неперервне вкладення множини Mbsn(£i) в Мь>п(£і), яке задається 
формулою:

Mbs,n(ti) 9 Ψ * Ψ о ©s,n Є МЬп(іі).
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